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ОСНОВАНТЯ ТЕОРЕТИЧЕСКОЙ ДИНАЖИКИ. 


ГЛАВА 1. 


|. Основныя начала динамики, — Соотношене между силою, массою 
и ускоренемъ. Уравнения прямолинейнаго движеня свободной мате- 
Мальной точки. 


$ 1. Мы не моженъ вообразить себф никакого другаго измёненя 
въ матери, какь изиБневя взаимнаго положешя частиць или’ изм®- 
неня положещя частиць въ пространетв и во временя (движеня 
застиць), а потому всякое авлене въ матермальмой природЪ ееть дви- 
жене матери, если разематривать покой матеря вакъ частный случай 
движешя. Какъ ни размообразны, повидимому, явлешя матеральной 
природы, они суть только разнообразмые роды движенй. Теоретиче- 
свая динамика, зампмающаяся движешемъ и силами, кавъ причинами 
движеня, можеть быть разематриваема вакъ наука, лежащая въ осно- 
ванши вовхъ науЕъ, занимающихся явленйями матеральной природы. 

Веб положен теоретической динамики вытекають кАЕЪ необхо- 
димое слфдетые изъ немногихь начальныхь истимь, до познаня хото- 
рыхъ довело наблюдене разнообразныхъ явлений матеральной природы и 
опыть. Какъ ми просты эти начала, они не могуть быть равематри- 
ваемы давъ акоюмы ила какъ истины, до которыхъ умъ достигь & рог; 
это суть, собственно говоря, гипотезы, до воторыхъ умт, стремивпийсл 
объяснить себф явлешя природы и обобщить ихъ, дошель путемъ 
опыта и наблюдешй. Но эти гипотезы такь просты и естественны; ихъ 
точность едфлалась столь непреложною, въ слФдетые точности сдёд- 
„ств, которых изъ ках” зытевають и роторыя слушать выражешенъ 
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в объленешемт явленй, что гипотезы стали основными непреложными 
истинами изи началами для науки о движеши и силехь, 

"Гакихь началь четыре, и мы поетараемея объяенить ихъ возможно 
проще. 

1) Начало ннерии или недъятельности материи: иатергальнал ча- 
стица или точка не можеть сама по себф, безт, внфшией причины, изыфянть 
своего состояния покоя или движеня. Ееди матеральная точка нахо- 
дител въ покоф, то она ие можеть сама по себ, безъ внфиней при- 
чины, перейти пзъ состояния покоя вт, состоян!е движешя. Если матераль- 
ная точка находится въ движении, то она, безъ дёйстыя внфнней при- 
чины , сохраннеть свое дзикев!е’ нейзызинымь какъ въ отнотеня 
направлетя двитешя т8иъ и въ отнощеши его скорости, т. е. матрале- 
вая точка, разъ приведенная въ движене, движетсн по прямой лини я 
сь нензмфнлою, равпомриою скоростно, если какая - нибудь внфшвяя 
сила не измфняеть этого движеня, 


Мы унотребили здбоь выражеше: моербальная точна (пли ма- 
зверальная частица), въ томь смысль, что разыфры движущагося тёла 
танъ малы, что ‘ими можно пренебрегать и вою массу тёла можно 
нредиолагать сосредоточенною въ одной точкВ, Когда мы въ послВя- 
ствш будемъ разематривать т$ло, состоящее изъ непрерывной матери, 
то мы будемъ разбивать его на элементы, имбюсуе безконечно - малые 
разчбры. Но ионятю о матеральной точЕВ можно придавать и другое 
значеше, не предполагая ея разыЪфровъ безконечно-малыми: когда го- 
воритея о движеми кажаго-вибудь тВла, то часто не обращають вви- 
маня на разыфры этого тфла. и уподобляють его одной точёЪ, въ ко- 
торой какъ-бы сосредоточена вся масса т6ла; напр, вогда говорять 
© нолет8 ядра или о движетя планеты около солнца по элипсису, то 
разсматривають ядро, планету точками, въ воторыхь сосредоточена 
ихь масса, 

Изъ начала инерщи прямо слбдуеть, что если мат. точка пере- 
ходить изъ состояня повоя въ состояне движешя или если движене 
мат. точви измВняетея въ отношеши направлешя или сворости, то на 
матеральную точку дЬйствусть внфшняя причина, измфияющая похой 
или движен!е матери. Эту причину называють силею. Что такое сила 
сама по себф, мы не знаемъ, и судимъ о ея величин и ея паправле- 
нм по ея дВйсяямъ Направлене дёйстия силы мы . предполагаемь 
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совиадающимь съ направлейень дважешя, которое она. сообщаеть 
матеральной точкЗ. . 

2) Начало независимости дъйствёя силы отз первоначально 
9вижещя матеральной точки. ДЪйстые силы не зависить оттого, 
будеть-ли мат. точка при начал дФйстыя силы имфть какую - нибудь 
скорость или будеть въ покоф: дёйстые силы въ томъ и другомъ слу- 
за будеть совершенно одинаково. Если поэтому мат. точка будеть 
въ начал дфистыя силы имфть какую-нибудь скорость, то мат. точка 
будеть двигаться и въ слёдетые первоначальной скорости, по закону 
недфятельности матери, и въ слёдетые дЪйстыя силы, и оба дви- 
жешя, не измфвяя другь круга, будуть только совифетны. 

3) Начало независимости дйстёя одной сиды отв дъаствя 
Фруюй силы при совокупном итз дийетеи на одну в ту же мат. 
точку. Если дв® силы дФАствують одповременно ка одну и ту же мат. 
точку, то движеше матеральной точки въ сяёдотые дЪйстыя одной 
силы не будегь зависёть отъ двищешя, пронсходящаго въ елбдетне 
дВйстыя другой силы и обратно; такъ что движешя матерйяльной точки, 
происходяния въ слфдстые дёйстыя той и другой силы, будучи неза- 
висимы другь оть друга и не изыФняя другь круга, будуть только 
совмфетны. 

4} Начало равенства дъйстая и противодъйствя. Если одна 
мат. точка иритягиваеть или отталкиваеть другую мат. точку, то и 
<я посадняя съ такимь же направошемь иритягаваеть или отудл- 
виваеть первую. Если мат. точка давить на какое-либо препатетве, 
то препятстые оказываеть сопротивлен!е, равное давлевю. 

Воть т опытные законы, которые лежать въ основаши всей 
теоретической динамики; но прежде нежели мы станемъ выводить изъ 
иихъ бавжайшя сабдетия, познакомимся съ нзкоторыми формулами, 
отяосящимися въ движенио мат, точки, разематриваемому независимо 
отгь дЁйстЫя силь. 

$ 2. Пусть мат. точка движется по прямой ‘лини. Это можеть 
случиться тогда, когда на маторальную точку не дйствуеть накахая 
сила или когда направ. ее силы ховпадаеть съ каправленемь дви-, 
женя. Двилеше мат. точки будеть совершенно опредфлено, когда мы 
будем знать положене движушейся мат. точки на прямой, по которой 
происходить движеше, дах велкаго времени. Озналая чрез { время, 
считаемое отъ какого-нибудь опредфленнаго момента, и означан чрезъ 


2 разстолые движущейся матеральной точки , собтаётетвующее ховцу 
времени 2, отъ неподвижной точки, лежащей на примой ливни лваже- 
в и принятой за иёчёло, отъ котораго считаются коордипаты х, 


видимъ, что движен!е матеральной точки будетъ совершенно извфетно, 
вогда & будеть извфетно какъ фувкщя времени {: 


#=(®. {1} 
Уравневе это, выражающее зависимость между хоордиватою 2 


ь 
и временемъ г, называется уравненемь движеня мателальной точки 
мо траевтори (путь, онясываемый мат. точхою). 


Если { получить приращеше Сь, то 2 получить также прираще- 
в Аж; Ах вь этомь случаВ будеть озналать проегранетво, нрой- 


денное матеральною точкою въ промежутокь времени 4. Изь ур. (1) 
по Тейлоровой теорем получаемь : 


да. м + уз + @) 
Откуда: 


О-о. МО. @ 


. . Аз . . 
Въ равноифрпомь движении <, ‚ отномене проетранетва ко зре- 


мени, въ которое оно пройдено, независимо отъ ведичины промежутка 
времени, постоянио, какова-бы ни была величина промежутка времени 
2.8; это отиошеше, выражая проегранство, проходимое малеральною 
точкою въ одиницу времени, назмвается скоростйю. Уравнеше (3) 
показываеть, что въ движеши , разсматриваемомъ вообще, отношеше 
приращеня Ах кь приращенйо времени ^^! зависить отъ величины 
яромежутка времени Л\/, И 970 только сь уменыненемь Л до без- 
конечно-малой везичипы разоматриваеное отиомен1е стаповитея неза- 
висимымь оть 232. Это показываеть, что въ персыфиломь движения 
Аля безвонечно - малаго ирошежутка времени 4 двнлене матеральной 
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точки можеть быть разсматриваемо равномфрнымь. и схорость и, ео- 
отвфтетвующая конц времени {, будеть опредфляться уравненемъ : 


у — Шо (>) — г ==17(0). {4} 


Въ этомъ выражен о означаеть скорость, сь которою затеральная 
точка стала-бы двагаться , еслибы въ копи времени { сила, измлазю- 
щая скороеть движеня тозки, перестала-бы дЪйствовать, и движене, 
оставаясь примолинейнымь, сдёлалось-бы равномфрнымъ. 


Въ равномЪрно - перемфнномь движени отношенме приращеня 
скорости Ло къ приращенио времени Л2, въ которое совершилесь 
измфнен1е сворости, постоянно, независимо оть величены промежутка 
времени А}; выражая прнращеше скорости въ едяцицу времени, это 
отношене называется ускорещемз. Въ ур. (4), относящемея къ ка- 
кому-бы то ни было прямолинейному движению, дадимъ времени { 
прирацене ДЕ; тогда и и получить приращеше Ло, и мы буденъ 
имЪть по Тейлоровой теорем : 


Ду). 4 то + 


отвуда 
у ВЕ р 
по += 


Посифдиее выражене показываеть, что въ перем8нномъ дважени во- 
и: . Дь 
обще отношеше У зависить ОТЪ прошежу' +: времени А. и. что 


полько съ уменьшенемь Л / до безконечно-малой величины разсматри- 
ваемое отношен!е становится незавиенмымь оть Ар. Это похазываеть, 
что "для безконечно - малаго промежутка времени 4 движеше вообще 
хожеть быть разсматризаено равномфрно - пероефннымь и ито усжо- 
реше соотвфяствующее копну времени #, въ движения персыфннон\ 
вообще, вораженномъ ‘уравнешенъ (1), опредфлится изф уравненя: 
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[= № (м) = 4 


(& то. 5) 


8 3. Условавшись въ томъ, что должно разумфть подъ скоростю 
и ускорешемъ, обралинся къ выводу ближайшихь сафдетый изъ тфхь 
опытныхь начал», которыя лежать въ основаши теоретической дина- 
маки. Изъ предъидущаго параграфа мы видимъ, что есля движене 
матерлальмой точки по прямой лав!и выражается уравнешемъ : 


(1) ‘#= 0, 


те скорость давженя матеральной точев или, что все равно, скорость, 
ирюбрётенная матеральною точкою къ ковцу времени /, будеть 


= (0, 
в ускореше въ конц времени { будеть 


"0, 


и 910 пройденное матеральною точвою пространство /е въ нроме- 
жутокь времени (№ выразится уравиевемь: 


2) де Р.О + О + = 


Второе начало динамики показываеть наиъ, что пространство, 
проходимое матемальною точкою, слагается изъ пространства, прохо- 
домаго равноубрнымь двиленемь матеральною точкою въ сяфдетые 
инерщи матери со скороетю, которую матеральная точка уже имфла 
въ начал промежутка времени А или, что все равно, въ конц вре- 
мени /, и изъ пространства, проходимаго матеральною точкою въ слд- 
стые дЬйсгыя силы. Тавь какъ матеральная точка въ концф времени 
1 уже имфла скорость › -=7 (1), и слБдовательно иройденное матерйаль- 
вою точкою пространство въ промджутокь времени Г вь ефдетве 
инерщи матери будетъ /#. 24, то изъ урав. (2) видимт, что 


ДА АВ 
О О (6) 
1.2 1. 
будетт. выражать пространство, проходимое матеральною точкою соб- 
ственно вт. слёхстые дЪйстыя силы. 


Если положимт, что на матеральную точку дБйствуеть сила по- 
стоянная не только по направленю , но и по величин, то на осно- 
вази втораго начала динамики приращеше пройденнаго пространства 
въ слёдетыю дВйстыя силы должно изифняться только съ изыБнетемь 
промежутка времена /\Ё и пе зависеть отъ времени /, оть конца ко- 
тораго считается ипромежутокъ Л/. Это показывает, что въ выражении (6) 
при дЪйстьм постоянной силы /*(1), выражающая ускорене, будеть 
ведичиною постоянною, что {"(1} = 0, [*(1) = 0... и что пространстео, 
проходимос матеральною точкою въ слёдетые дайствйя постоянной сизы 
будетъ 


тд 7 означаеть постоянное ускорене. 
2 


Пуст. на дв матеральныя точки, имфюпия одинаковую массу, 
дёйствують двё силы Рин !" и пусть оть дфйстыя первой силы дви- 
жеше матертальной точки выразится ураввенемь: 


& =, 
& оть дЫйстыя другой силы -— уравнежемъ : 

& = @). 
Есзи силы № и Ё” постоянны, о пб предъядущему пройденныя мате- 
`рИальными точками пространства въ промежуток, времени Л будуть 


соотвётственно 


РИ." а 0." 


ия 


ТАБ у Ир еуть соотьфтетвуюпуя силямь Ри Р’ постояниых ускоревя. 
ил ускор 


Если оту дЪйстыя какой-нибудь постоянной силы вт, продолженю 
извфетнаго промежутка времени матеральная точка проходить язвбет- 
пос пространство, то оть одновременнаго дЪйстыя двухь, трехъ силъ 
или, что все равно, оть лйстыя двойной, тройной силы, матергальная 
точка пройдеть, согласно третьему началу динамика, двойное, тройное 
пространство, т.е. пройденныя въ извфетный промежутокъ времени А! 
простраяства пропоршональны силамь, которыя дФйствують на точки 
одной одинаовой маесы и въ слёдстве дВйстыя которыхь эти про- 
странетва пройдены: 


Или 
В: ри... :. 


Отсюда видимь, что постоянных силы, дФйствуюцуи на точки одина- 
ковой массы, отяосятея между собою какз соотвттствующия уско- 
ренёя. ИВ 


Заключеше это распространяется и на силы перемфиныя. Раз- 
сматривая дважене вообще и опред®ляя ускореше для ковца вре- 
мени {, мы видфли въ предъидущемь параграфЕ, что въ движени 
перемвнномъ вообще мы можемъ для безконечно - малаго промежутка 
времени 4 принимать движеше равном®рно перем5ннымь; а потому 
дай безкопечно - малаго промежутка времени 4 ограничиваяеь въ вы- 


. 412 
ражени (6) только первымъ членомъ: {*() о окуская остальные 


члены какь безконечно - малые выстихь порядковь и повторяя все 
предъидущее разсуждене, мы придемъ въ заключен, что перен нныя 
силы въ конц времени { отноеится между собою какъ соотвтетвую- 
я ииъ ускорешя въ вонцб того же времени. Въ еемь случа только, 
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разсматриваемое отношеше, изифияясь ео временем, будеть фунвщею 
времени г. 

Пусть матеральной точк®, имфющей опредфленную массу, сила 
сообщаеть извфетное ускореше. Легко понять, что кт двумь, тремъ 
тавимъ маесамь, соедивеннымт вымфстф или, то все равно, къ мате- 
тМальной точкВ, имфющей двойную, тройную массу, надобно прило- 
жать двф, три силы изи, что все равно, двойную, тройную силу, что- 
бы сообщить матерйальной точёф тоже усвореше, Отсюда завлючаент, 
что при одиваковомъ ускорени движущихся массъ силы пропорцю- 
вальны массаыъ. 

Найдемъ отношене между собою силь Ри #', воторыя, дЫйствуя 
соотвётетвенно на масеы т н т’, сообщають ниъ ускорешя у и р. 
Чтобы найти это отношен!е, положииъ, что сала ф сообщдеть масс 
т ускорене 7. Сялы № и ф, дЫйствуя на одну и ту же массу, отно- 
сятея, согласно предъядущему, кавъ соотвётетвующя имъ ускорена: 


Силы Р п ‹ АВйствуя соотвфиственно на различных массы ти =’, 
сообщають инъ одно и то же ускорене }, хядовательно, согласно 
предъьидущему, относятся между собою вакъ массы: 


Отсюда зиджытх, то отнотеше иль, добетвующихь на различныя 
массы в сообщающихь этимъ массамъ различных ускорешя, ‚равняется 
произведению. отношеня массь на отвошене ускоренйй. 

Примень за единацу силы тавую сщлу, воторая едивицв массы 
сообщаеть единяц} усворешя. Ефим’ и} овначають массу и 
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рен1е, принятыя за единицу, то ’ будеть тоже единица силы, и предъ- 
идущее уравнсв!е даетъ: 


Е=т.). (7) 


Это уравнен{е повазываеть, что числовая величина силы равняется произ- 
веденто числовой величины массы на числовую величину ускореня. За еди- 
ницу силы обыкновенно принимаютъ килотрамз, силу тяжести, дВйствую- 
щую на массу одного кубическато дедиметра воды при ея наибольшей плот- 
ности; за единицу ускорены, воторое означаетъ приращене скорости 
въ одну севунду времени, принимають метрз. Такъ какъ подъ ши- 
ротою Парижа усворен!е, сообщаемое тяжест1ю, равнается 9,808 метра. 
то сила тажести, дфйствующал на одинъ кубичесый дециметръ воды 
(единица силы), сообщаеть ея маесф ускореше 9,808 и слёдовательпо 
единица силы сообщить масеф воды, завлючающейся въ 9,308 куб, 
дециметрахь, ускорене равное единицв ; а потому масса, заключаю- 
щаяся въ 9,808 кубичесвихь . дециметрахь воды при наибольтей ея 
плотности, будеть единицею массы, если за единицу силы примем 
килограмъ , силу тяжести, дфйствующую на одинъ кубичесый деци- 
метрь воды, а ва единицу ускорешя иримемь метръ. Мы здЪсь при- 
вели французеыя мфры, вавь нанболе употребительныя въ уче- 
номъ мръ. 

Если чрезь Р озпачимъ числовую величину силы тяжести, д8й- 
ствующей из массу т, если чрезь-у означииъ числовую величину 
усвореня, сообщаемаго тяжестшо, то уравнеше (7} даеть: 


Откуда 


т. е. числовая величина массы равняется взсу тёза, раздёленному на 
усворене, сообщаемое силою тяжести. 


Въ уравпени (7) подь/ подразумфваетея усворене, сообщаемое 
силою Е масс т; но такъ кань изъ сего уравнения имфемъ; 


Зы 


то 7 можеть быть принимаемо и ва силу, сообщающую едивиц массы 
то-же самое ускорене, какое сила Е сообщает массВ т. Навывая 
децкущею силою силу Ё, которая дфйствуеть на массу т, а ускори- 
тельною — ту силу, котерен дЬйствуеть на единицу массы, видимъ, 
что усворительная сила по числовой величин® равна ускореную. 


Й. Слонеме силь, дЪйствующихь совмфетно на матеральную 
точку, 


$4. Если н® точку дйствують нфеколько силъ, то опредфлене 
ихъ сововупнаго дЪйстыя непосредственно вытекаеть изъ третьяго 
основняго начала динамики. Называя состаеною такую силу, которая 
замфнлетх совокупное дБйстые нёоволькихь силь, за и посябдия ва- 
зывая составляющими, постараемся опредфлить составную силу для 
какого-бы то ни было зиела силь, д®йотвующихь на матеральную 
точку. Пусть на матеральную точку, имфющую массу т, дЪйствують 
постоянныя силы 1’ Ё", Ё",.., сообщающя матер. точЕВ соотвёт- 
ственно ускорешйя р, /", и... по одному и тому же направленно; прой- 
денныя матеральною точкою проетралетва въ промежутокъ времени 
Ав еслибы каждая сила дЪйствовала отдфльно, были-бы соотефтственно 


или 2. 
и д № ДР. РИ АР 
тд’ т 


ат. 


Еслибы -на матеральную точку силы #”, Ё", РИ... дВйсхвовали со- 
вм8етно, то, согласно третьему основному началу динамики, пройден- 
ное. матеральною точкою пространство было-бы равно зуммв прой- 
денныхь матеральною точкою -пространствъ въ слфдетые дайстыя каж- 
дой силы въ отдВльности { 
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"+ г”... 


т 2 


Р 


Пусть А есть составная изъ силь Р”, Ри, Р'"...; простраметво, прой- 
денное матеральною точкою въ сяБдотые дфйстыя этой еизы, будеть 


АР 


ры 


215 


Тавъ какъ пространства, пройденныя въ слёдстые дЪйстЫя составной 
силы й В слёдстые ХФйстия снль сботавиющихь, равны Между со- 
бою, то сравнивая два предъидущия выраженя пройдепиаго проетран- 
ства, находимъ : 


ВИ М Ри. 


Отсюда завлючаемь: есл нА матеральную точку ХВаствують в СвольЕо 
силь по одному и тому 5е направяеню, то, согласно третьену началу ли- 
намики, составная сила ихъ разяяется суми силь составлающихь, ускоре- 
ие ею производимое раввяется сумыф усйоренй сить составхающихь; пё- 
правлене составной совпадаеть съ направленемь сить боетзвйЯющихь, 
Если дЪйствують ва митеральную точву дв силы по направлений прямо- 
противоположнымь, то лего ловазать, что составная сила равняется раз- 
ности большей и мевышей силы, а яаправлене составной совпадаеть съ иа- 
правяещежь большей составной сизы. Если па матёразьную точку дёй- 
ствують ыфекольно сижь, если однё изь нихь дёйствують но одному 
нанравленю, & хруйя по направяеню прямо - противуположному, то 
составная этихь силь равна разности большей суммы силь, дЪйстную- 
щих» по одному направлено, безь меньшей суммы силь, дЪйствую- 
щихь въ направлеши противуположномъ; направлейе составной совпа- 
лаеть съ направлешемь большей суммы силъ: 

До сихъ поръ мы разематривали совокупное дёйстие силъ, дй- 
ствующихь 1ю одному изправленно ит по изиравлешимъ противу- 
пбложняйгь; пефейденъ юъ случаю общему, когда синяк дВйствують на 
матералммую точку поль какямъ -би то ни было угловь, ‘и ‘сперва 
разбнотримь совокупное хфйстме только двухъ свлъ, дуйствующихь 
на материальную точку подъ угломъ. 
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Пуеть в Е суть двф силы постоянных но ведичин® и на- 
правлению, сообщающия матеральной точкВ массы шт, находящейся въ 
конц времени # въ Д, соотв тетвенво ускорешя и}? я дФЯствую- 
пфя (чертежь 1) по направлешямь АВ и АС, обрезующимь собою 
уголь ВАС; пусть АВ и АС суть пространства, которыя-бы матераль- 
ная точва прошла въ промежутокь времени А! въ слБдотые дфйстыя 
свль Ри 1", сслибы эти силы дфйствовази розно; но предъидущему 
мы хмфемь: 


АР_Р 48 


АР В ЛР 
= И = 
75 >, Аб= = 


2 0’ 


(8) 


Еслибы дФйствовала одна сила Е’, то матеральная точка по про- 
чиествш промежутва времени /\2 находилась-бы въ В; но ТАкЪ кавъ 
на матеральную точку, вромф силы Е’, дЬйствуеть еще сила №” по 
каправленю АС, то, на основани третьяго начала динамики, движене, 
которое будеть происходить въ слфдеге силы #”, будеть совершенно 
везависимо оть движеня, происходящаго въ сяфдетые силы №, и 6у- 
деть тольно совмВстно съ нимъ. Матер!альная точка, перем щающаяся 
но направлено АВ въ слёдетые дВйстья силы №, будеть выфотВ съ 
тфмъ перенфщаться параллельно направленно АС’ въ стЁдстве дёйстыя 
силя №”, такъ что матеральная точка, при совокупномъ дйстви о6$- 
ихь силъ, по проместыи времени /\№, въ отношеня точки В бужетъ 
нахолиться въ точно такомь же положени, въ кавомь была-бы дви- 
жущаяея иотеральная точка въ отношен точви 4, еслибы дёйство- 
вала только одна сила РУ. Итакь, по прошестым времени 1, пря 
сововупномь дйствш сидь Р’н Е", матемальвая точка будеть нахо- 
дитьея въ точк$ Я на лин, проведенной параллельно направленно АС 
силы Е чрезь точку Ви въ разетояни ВЕ отъ сей поелфдней, рав- 
номъ 46. Послвдовалельные положешя матеральной точки опредф- 
лятся уравнешемъ между ея координатами 48 и АС, которое уравне- 
зе получимъ, исключивь изъ предъидуцихь уравнешй (8) время /\: 
: 


АВ 70 


6’ 


а это есть уравненше ярямой, когда сшлы Е’и Ё" постоянны, 


м 


Изъ всего предъидущаго завлючаемъ: если на матефальную точку 
дЬйствують дв постоянныя силы, то она, оствваясь въ плоскости 
опредфляемой паправлеяями силь, хвижетея но прямой лини; направ- 
лее двишеня и величина пройденнаго въ слВдстые дВйстя силь 
пространства въ давный промежутовъ оремени вырожюаются направ- 
денемз и величиною дилонали параллелорама, направлеше сторон 
хотороно совпадаеть 5 направленемз силь, а величины ео сторон 
соотвътетвенно равны величинь пространств, которыя-бы проиьла 
почка, еслибы на нее дъйствовали силы каждая отдьлино. — Итакъ, 
составная сила, которую мы означимь чрезь Н и воторая-бы замЪ- 
нила совокулное дЪйстве двухъ силь Е’и В", должна удовлетворить 
условию : 


Это уравнеше, будучи соединено съ уравнешями (8), приводить къ 
двойной пропорции: 


В: №'. №" = АЕ: АВ: АС. {9} 
Согласивтись величипу силы изображать ливею, по направленю 

силы Ё отложимь линцо 4 равную цо чнеловой величинВ этой вкл; 
изъ точки 2 проведемь лишю, параллельную АС до переебчени съ 
длаговалью АЁ въ точкё е; изъ этой точки проведемъ линю парая- 
зельную АВ. Изъ полоМя треугольниковь АВЁ и 4фе вмфемъ: 

АЕ: АВ: АС — Ае: Ав: Ас. 
Сличая это уравнене сь уравнешемх (9), находимт : - 


ВЕР: Е = 46:4: 4с. 


Но такъ вакъ, по условю, Е’== 46, то изъ предъидущей пропорции 
находимъ, 4:0 
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П == 4е, 


Итавъ ведамъ, что димональ параллелирама, построенноло на ли- 
э4яхв, которыя по величинь и по направлено представаяють дан- 
ныя силы К’ и Е", выражаетг по величинь и по направлено с0- 
ставную силу Н изь сила двуте сил Е’ и РЁ". 

Эта теорема въ механикВ извфотна подъ пменемъ париалелорама ' 
сил. . 

Предъидуния заключешя распространяются и на спяы перем нлыя, 
тавъ вавь дфйстые перемфниой силы для безконечно-малаго промежутка 
времени 4 иожно разематривать, какъ мы видфли, посгояянымъ. 

Изь предъидущаго видимь тавже, что нахождене силы составной 
изъ двухъ саль #* и 2, приложенных къ матерадьной точвф въ 4 (черт.2), 
приводится къ построено треугольника. Для сего отложимъ отЪ точви 
А вю направлено силь лини, равный по чиеловой величин® сизамь 
Г’ п Ё", ‘напр., линм АВ и 46; изъ конца В лин АВ, представ- 
ляющей силу Е’, проведемъь линю В&, равную и параллельную лин 
АС, выражающей силу "; завлючительгая сторона треугольника, АЕ, 
проведенная изъ точки приложеншя силь А БЪ точк® А, даеть намь 
линю, выражающую по величии и направленно силу составную В 
для составляющихь силь Р’ ин ФК”. Зависимость между сторонами 
этого треугольника, нредетавзяющими силы, и углами, опредёлающимя 
направлена силь, выразитев, какъ въ треугольник, тремя уравне- 
ми: . 


Ве — № -- РП -- 27 сз (И) (10) 


Ш __ Е 
Г вю (Е, В) м (8,8) а (РД) 


@1) 


Первое. изь сихъ уравневЙ даеть величину составной силы ‚ а два 
остальных уравнешя опредфлаютъ углы, которые направлеше состав- 
ной силы дёлаеть съ направленями силь составляющихь. Какь выше 
объясненное строевые треугольника или параллелограма силь, такъ и 
три предшествующйя оуравненя показывають, что по тремъ даннымъ 
„_ивъ шести величинь сторонъ и угловь треугольника можно опредфлить 
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остальныя три величипы; паиримвръ, могуть быть даны составпая 
сила и направлешя силь составляющихь и требуется опредфлить ве- 
лИЧиНыЫ СИЛТ ФОСТАВЛЯЮЩИХт; могуть быть даны составная сила и силы 
составляющёя, и требустся найти углы между данными силами. 

8 5. Пусть на магеральную точку дВйствують три силы Е”, В, РИ, 
по налравлетямъ АВ, АС и АБ (зертежъ 3). Отложимъ оть точки 4, 
въ которой положимъ находится матеральная точна, лини АВ, АСи АБ, 
зыразающия соотвфуственио по направаеню и по велилив8 состав- 
ляюцуя силы Е’, Е", 2"; мы соеданимь сперва силы Ри Е и по- 
строимъь треугольникь АВА, вь которомъ АЁ, по предъидущему, бу- 
деть выражать составную изъ силь Е’и Е; изъ точки Е проведя 
линю ВС, равную и параллельную лини АБ, которая выражасть третью 
составляющую силу №", и ностроивь тажимъ образомъ треугольникъ 
АЕ, находимъ, что лишя Аб будеть выражать направлеве и вели- 
чану составной силы изъ трехь сяль составляющихь Е’, Е в №". 
Легко видфть при этомъ, что ливзя , выражающая и величин и по 
налравленю составную силу, есть вмфетЬ сь-тбыь дагональ паралле- 
ципеха, построеннаго на зишяхь, выражающихь по величный и по 
направленю три составляюния силы. 

Геометрическое построеве, помоню вотораго находитея еостав- 
ная двухъ, трехъ силь, приложенныхь къ матеральной точЕВ, можеть 
быть легко распространено на составлеяе какого-бы то-ни было числа 
саль, приложенныхь въ одной и той же мазеральной тозвВ по ва- 
‘вимъ-бы то ни было направленямъ. Пусть на матеральную точку, захохя- 
щуюся въ А (черт. 4), дёйствують силы Ё’, 2", РИ, Е*,...., которыя но 
величин и направлению выражаются ливями АВ, АС, АР, АЕ... (о- 
единая между собою силы Е’ и Е", изъ конца В лини АВ проведемъ 
линю ВА, равную и параллельную АС; соединивъ точки А и Я, по- 
лучимь ино АК, выражающую по зелизии$ и но направлению состав- 
ную силь Е’ и Е". Соединяя эту салу ©ъ силою Е’, изь точвн А 
лини АЁ проведемь линю АЁ, равную и паралаельную АД; соеди- 
нивъ точви А и Г, нолучимъ линю АЁ, воторая будеть выражать :6о- 
схавную изъ трехъ силь Е’, Е", Е". Соединяя е1ю сиху съ силою №", 
изъ конца Г лиши АГ, проведемъ ланю ФМ, паралаельную и равяую 
лини АЕ; съединавь точку А съ точкою М получимь линню М, во- 
торая будеть выражать по величниё и по изиравленню составную изъ’ 
сяль Е’, И, ", Ру. Изь этого построены, приложамега къ БаЖому 
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угодяо числу силъ, видимъ, что составная сила по величин и по на- 
правлению выражается завяютительною стороною многоугольника, Е0- 
тораго друми слороны суть линш равныя и параллельный лявямъ, 
выражающимь по воличин® и направлению силы составляющия. 

Тавъ какь проложее одной изь сторонъ замкнутаго много- 
утольника на какую - нибудь прямую равно сумы проложен! вефхь 
прочихь сторояъ, то завлючаемь, что проложене составной силы 


на какую - нибудь прямую 2 равно сумм$ проложенй составляющихь 
силь Ё, КИ, Р!... на ту-щже прамую: 


Вов (8,2) == № 008 (Р,2) 4- 2 00% (Р",2) -- РИ воз (М)... (12) 
Ил | В 03 (В) == 2Р 005 (Ед), 


тдВ Е означаеть вообще одну изъ составляющих силь и гдё при 
развертываши суммн мы надъ ® должны будемъ поставить индексы, 
соотвётетвуюнщие различнымъ силамт. 


Эта теорема послужить намъ въ аналитичесвому рЬщеню во- 
проса о сложенш кавого-бы то ни было числа силъ. 


Опредфлимъ величину составной силы и ея направлеше по вели- 
чипамь силъ еоставляющихь и по угламь, образуеиниь ихь направле- 
влями. Принявь за линйю прочоженй направлен!е составной силы, 
изь ур. (12) получим: 


Е=Р ©0з (РВ) Р" с0з (Р'В) --Р" воз (РВ) -[... (13) 


Потомъ принимал постепенно за лин проложенй направленая силь 
составляющихь, получимь : ы 


Е сов (В.Р!) = Р-Р! 0 (ЕР) - Роз (РИ,м)--.... 
сов (ВЕР 0 (В) Е Р-Р" соз (”,ЕИ)-.... (14) 
оо," соз (РИ) - РИ оз (РР) + и... 


Помножая Чи уравневя соотвётетвенно ка Р, №", А"... складывая ихъ 
потомъ и обративь внимаше на уравнене {13}, въ сумы полузаемъ: 
3 
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=... | 2РР соя (Вт) 29" с0 (В,РИ) 
ЗЕ2АИЮ" соз(Е",Р")-|-..{15) 


Это уравпеше дасть намт соетавную силу по данвымь составаяющимь 
и по уламт межлу ними. Чтобы получить В, мы должны изъ обфихъ 
частей предъидущаго уравненя извлечь крадратный ворень, но передъ 
корнемт. удержать только одинъ знавъ.--, тавь какъ составная сила, 
разематриваемая самостоятельною, веегда будеть положительна. Зная 
же составную, изъ уравнешй (14) опредёлимь углы (В,Р’), (В,Ё"), 
(В,№'"),.... которые направлен!е составной силы дфлветь съ направле- 
ями силь составлающихь, и тавимь образомь опредфлимъ направлен 
составной силы. | 

$6. Положимь на матеральную рочку дВйствують три силы Хх, 
У, 2, взаимно перпендикуларныя между собою; тогда 


сов (1,2) == 03 (2,Х) == воз (Х,У) =0 
и но уравнению (15) квадрать составной силы В опредфлится такъ: 
=’ 
т.’`6. когда на матеральную точку дёйетвують три силы, перлендиву- 
лнрныя’ между 60бою, тб квадралт составной силы равнлется суми 
квадратовъ силъ составляющихъ. ^* 


Уразневя (14) приводятся въ разематриваемоме случа} къ вяду: 


2 00$ (В,Х) =, Вооз (в,7) =, Ве0з (8,2) =й. (6) 
или: 


еоз (В,Х) т, воз (В, Г) т, 08 (8,2} = 2 


‚Эти уравнешя опредфляють намь восинусы угловь (В,Х) (8,1), (8,2), 
которие составная сдла ‘дЪлаеть бь направлениями сллъ составляющихь. 
Тавъ ‘хакь силы Уи 7, будучи перпендикулярны къ направленно 
третьей силы Х, пе стремятся пронзвести движеншя матерГальной точки 
во: сему направлено, то при`дфйстви силы '&: на матеральную точку, 
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сила, стремлщанся перен?ицлль матеральную точку (по направлению 
силы Х, будеть только эта сила Х; подобное разсуждене прилагая 
соотвфтетвенно и яъ силамь Уи 2, изь предъидущихь уравнен! (16) 
получаемь теорему: при дьисти данной силы на натербальную 
почку, сила, стремящаяся двииниь точку по какому-нибудь извъет- 
ному направлетю, равняется ортоюнальнону проложению данной 
силы на это направлете. 


$ 7. Обыкновенно бываеть надобно опредфлить величину и на- 
правлеше составной силы въ отношеши трехь осей координать, во 
величинамъ силь составляющихь и ‘по направленямь ихъ, Даннымь 
въ отношеши сихъ осей координат. Предполагая, что оси воординаль 
=, у, < прямоугольны, и припимая постетенно взиравлевя сихъ осей 
за лини проложен, по уравненшю (12) получаемъ: 


В сов (В) ==.ХЕо0з (#4) 
В воз (Е) -= ХР соз (ЁЕу) |. (17) 
В с03 (8,5) = ХЕ 00$ (Е) 


Возводя каждое изъ сихь уравнены въ квадрать и складывая ихъ, 
получаем : 


== [ХР воз (Ра) Г [ХР 0 (Ру) [7 воз (р). (18) 


Извлевая корень квадратный изъ обфихь частей сего ураввешя и 
удерживая передь корпемо, только знанъ полояительный, мы полузаенъ 
величину составпой силы В; зная же В, мы изъ уравнения (17) опре- 
дляемь коеннусы углов, образуемыхь составною силою съ тремя 


осями координать: , 


ХР воз (Г, 
с0з (В) еее 


№ с0$ (, 
0$ (В,5) = В 2), 


ХР воз (Руд) 


08 (2,5) = у 
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И. Двимене свободной матеральной точки, 


$ 8. Мы видфли, что въ томъ случаВ , когда направлеше силы 
совпадаегь съ направлетемъ движешя и когда слфдовательно пройс- 
ходить прямолинейное движенйе, для конца времени { скорость 


__ 4 
'-т 
и ускореще.. 
. ‚ _Ф _ № 
71=п= а 


гд% 2 опредфляеть для конца времени положене хвижущейси матераль- 
ной точки па прямой лиш, по которой происходить движеше, въ отно- 
шенш завкой-нибудь неподвижной точки, взятой на лини. Далфе мы 
нашли ‚ что 


Е =). 
Ветавлях сюда выфето 7} его величину, находамъ: 
= т = тт. (19) 


Если мы знаемъ масеу т магер!альной точки и силу Е на мее дёйствую- 
щую, то изъ предъидущаго уравненя опредфлимъ движеше матераль- 
ной точви по прямой лава, и обратно ссли зивемъ массу малеральной 
точки п движене ея по прямой, то опредфлимъ снлу, при дЪйстви 
которой матерйальная точка двигается. 

Уравнеше (19) будеть такимь образомь уравненемъ движеня 
материальной точки по прямой лини. 

$ 9. Перейдемъ теперь къ общему случаю, коде, сила, дВйствуетъ 
не по направленно движешя и когда слфдовательно матеральная точка 
описызаеть въ своемъ движени кривую линшо. Пусть въ точкё 4 
(черт. 5) находятся движущаяся матеральная точка массы т въ вонцф 
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времени /, и пусть АВ есть направден\е скорости у, которую имфеть 
матеральная точка въ концВ того же времени #, и 


АВ = 9. 


представляеть пространство, которое-бы ирошли матеральныя точки 
въ промежутокъь времени Л сь пробрфченною скоростшю 9, еслибы 
матеральная точка была предоставлена самой себ; пусть на матерйаль- 
ную точку дЁйствуеть еще сила И, постоянная по величив® и но 
заправленю, которое пусть будеть 40; тогда матеральнал точка, въ елёд- 
стые дЪйстыя только сшлы, прошла-бы въ промежутокь времени Л! 
пространство 


49—= 


де 
>. 


ЕО 


Если же на матеральную точку, имфющую въ вонцф времени { ско- 
роеть 2 по направлено АВ, будеть д®йетновать‘совмфстно постоянная 
сила Г по направлено 40, то по протестыи времени Ди, по закону 
независимости дфйстыя силы оть первоначальнаго состояшя покоя или 
движеня матеральной точки, матеральнаи точка будеть находиться въ 
хонцф дагонали пераллелограма, построевнаго на линяхъ АВ и 47, 
именно въ точёЁ С. Въ самомъ ‘дав, движенве, которое будеть про- 
исходить въ слфдетые дёйстия силы РЁ, будеть совершепио независимо 
оть равномбрнаго движев!я, которое будеть имфть матеральная точка 
вь слфдетме своей инерши, и будеть только совифетно съ нимъ; ма- 
теральная точка, перенфщаяеь по линш 4В въ слёдетые своей инер- 
ди съ равномфрною своростю у, будет вифст$ съ тВмъ перем $щатьея 
параллельно направленшо АВ въ слёдетые дЪйстыя еилы Ё, ТаЕЪ что 
матеральная точка по прошестви промежутка времени \# въ отно- 
шеши точки В будеть находиться въ точпо тавомъ же положенш, въ 
какомъ была-бы движущаяся матеральная точка въ отношения точка 
4, еслибы матеральная точка не имфла иробрётенной въ концу вре- 
мени { екорости о и еслибы она перемфщалась въ слфдстЫе дВйстыя 
только одной силы. И тавъ, матермальная точка, имзющая въ копцф 
времени { скорость #, при дйстьи постоянной силы Р будеть нахо- 
диться въ точЕВ С на лини, проведенной чрезь точву В параллельно 
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направленно 4 силы Е п вт разстоянш ВС оть точки В, равномь 
АЙ. Опуская периендивулярь АМ и СР изъ точень А п С, въ кото- 
рыхь матеральная точка находится въ ковцф времени и #-- Аь 
на какую-нибудь линю 2, принятую за липмо проложен , мы полу- 
чаемъ : 


МР == НУ-- МР — 4В 003 (48,5) {- ВС соз(ВС,2). 
или я " 


МР = 950$ (1,7). АЕ ы 603 (№, =). Е 


Озваяая чрезь 2 линю ОМ, повазывающую разетояня проложешя 
точви А оть постоянной точки 0 для конца времепи {, и полагая, что 
уравнене 


г == (0 


выражаеть движене матемальной точьи но направлению оси х, нахо- 
димъ, что поремыщене  малеральной точки по направленно оси а: въ 
промежутовъ времени А+ будеть: 


70. м. Оу +=. 


или 
еее АР, ве дв, 
248 — Рае 13 +. 198 + 


Но тавъ вакь МР -= Ас, то получаемь: 


а, да в АВ 
ет не. таз + соо. вора 


уравневе, существующее дла произвольной величины +. Сравнивая 
коэффищенты при произвольном Дё, получаемъ : : 


4 0$ (9, #) = : 9) 
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Росоз (Ра) ат. и, 


[и соз (, #)] 
ар 4 у 


(20) 


Первое (19) изъ сихь уравненй выражаеть, что ироложеене скорости 
натемальной точки на какое - нибудь направленге равняется скоро- 
сти ея по направлено лини проложеня. 


Если за диню проложен принать три между собою перпенди- 
вулярныл оси воординатъ х, у, 3, то изъ уравненя (19} получаемъ: 


4 4 4 
ово, ву, ров) 8, вери), = (21) 


откуда 
м: и ея 


И ат’ 


тдф 4 есть безконечно - малый эдементь длины $ кривой (триерторн), 
описанной матеральною точкою. Извлекая корень. квадратный изъ об- 
ихь частей уравнешя, получаемъ: 


48 
- 


гАЪ знакь -- должно принимать, когда 4$ положительно, и знакф — 
вогда 43 отрицательно. Исключая ‘4! изъ’уравненй, выражающихь про- 
ложеня сворости на тры оеи координать, получаемь; 


В: 4 й 45 
сова е, оу Е, ея) = 1% 
Такъ зав, 4, р суть косинусы угловъ; которые касательная 


въ кривой $ дфлаеть съ осями коорданать, то предъидущя уравненя 
показывають, что направлене скорости матертальной точки всезда 
- совпадаета; & направденемь касательной ко траевтори. 
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Обращаясь теперь въ уравнелшю (20} и относя его также къ 
тремъ прякоугольнымь осямъ координать 2, у, 2, полузаемь : 


Е сз (Е, 2) =т. а = пор 1 
сов (Ву). Фу — п 08%, 9)] а 


Че " [Г 2 
— № [о соз (, 2)] 


Рооз (Е, 2) 9 


три уравнетия *), опредфалюцйя движеше матеральной точки (три ея 
координаты какъ фунющи времени /), если намъ будеть извёстна сила 
и ея направлеше въ отношени трехъ прямоугольныхь осей коорди- 
нать, или обратно опредфляюлия силу в ся направлен!е (три ея ипро- 
ложевйя), если намъ будетъ извёстно движеше матеральной точки въ 
пространствф. Исключая времи { изъ сихъ уравневй, получаемъ урав- 
нешя траевтори матеральной точки, т. е. той кривой, которую ма- 
теральная точка описываетъ. 

$ 10. Уравненя (19) и (20) мы вывели въ предположены ‚ что 
сила, двйствующая на матеральную точку, постоннна 10 величин и 
по направлению; докажемь, что они распространяются и на случай силы 
перемфнной. Положимъ, что сила Ё, дфйствующан на иатеральную 
точку, имфющую скорость х въ кони времени (, непостоянна я при 
дЪйстыи на матеральпую точку изифняетъ какъ свое направлеве, такъ 
и свою величину. Означимь чрезь ®, и Е, проложеня скорости и силы 
вь нонцф времени / нё какую-нибудь линНо 2; мы всегда можемъ из- 
брать промежутоь времени №, начинающийся отъ конца времени #, 
столь малымъ, что въ ототь промежутокь времени Е, вее увеличи- 
ваетел или все уменьшается; положимъ, что Е, увеличивается въ про- 
межутокь времепи А+; означимь въ этомъ случав чрезь АЕ, прира- 
щеше силы Е, въ промежутовъ времени 

Пусть 2 выражаеть по прежиему разстояще проложешя движу- 
щейся точки оть какой-нибудь постоянной точки, на лини проложен 
находящейся, и пусть уравнеше 


пт 2—0 


*) Уравпеня движеня матеральной точки даны Мавлорелемь въ 
его травтатв о фунёщяхъ. 
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выражаеть зависимость между х и временемь # при движени мате- 
ральной точки. Перемфщене Ах матеральной точки по направленю 
лини проложешй въ промежутовъ времени А! выразится уравнешемъ: 


да = 9. м + 29. = + и. г 08 5 “.. 


4% фе АР 4% & 
Ааа 5+ 


Еелибы въ промежутокь времени Л дЬйствовела постоянная сила, 
которой проложене на 0ь 2 было-бы №, то по направленю лав 
продоженя пройденное махеральною точкою пространство 


*„. м." 


было-бы меньшед$йствительно-пройдевнаго Ах, ибо сила Р, въ промежутокъ 
времшеяи Аг постоянно, по предположению, увеличивалась до (Е, - ДР,). 
Еслибы въ промежутовь времени /\! дфйствовала постоянная сила, 
которой проложеше на ось 2 было-бы (Е, -- АЕ), то пройденное ма- 
теральною точвою пространство 


было-бы больше д®йствительно-пройдевнаго Дл. Соединяя все сказанное 
въ одно, получаемь двойное неравенство: 


Е А 4% АР ф% АР ЕАН АА. 
АН. <. А+. ант: + < мы 5- 


Раздфливши вс части сего неравенства на А+ и полагая потомъ 
ДЕ = 0, получаемь въ предбль 


45 
#, = й . 
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урввнеНе, которое совершенно тождественяо съ уравяешемъ (19), 
зыведённымь для силы постоянной Въ влёдетве сего уравненя двой- 
ное Неравенство принимаеть въ: 


Е, АР 4% АР, Фв Ав + ЕАК АР 
т За Та Га 125 < та” 


Раздёзивши вов Зжсти сто неравейстее на /\@ и полахая потомъ 
№ -=0, а слёдовательно Й ДЕ тоже —0, получаемь въ предфлЪ 


Е Фа _ п еее, 


уравнене, совершенно тождественное съ ураввешемь (20). 


Итакъ, уравнешя (19). й (20), а сл6довалельно и уравнеея (21) 
и (22), выражають дважеше матеральной точки не только при дВй- 
етыи постоянной силы, но и при дёйстви силы перемфнной, 

$11. Ураввеше движеная матеральной точки по прямой лини 
внражаеть, что сила равняетея произведению массы движущейся точки 
ва ускореше, +. е. на’ праращене скорости въ единицу времени. 

| Ериволинейное движене можно разематривать вакъ три совмфст- 

хыя прямолинейныя движенн по тремь осамь координать 2, у, зи 
написать прямо уравненя (22). Въ самомъ дёлВ, мы нашли, что иро- 
ложене силы на какое-нибудь паправлен есть сила, дЪйствующая по 
сему ваправлево, и что проложеше скорости на какое - нибудь на- 
правлен!е есть скорость двяжен!я матерральной точки по сему напраз- 
лени, 8 потому, предполагая, что на матеральную точку, инфющую 
массу т и скорость $ въ концф вренели +, дЬйствусть сила Е, мы 
находимь, что матеральная точка по кавому- пибудь направленю 2 
будегь двйратнея такимь образомь, кавъ-бы она двигалась, еслибы на 
пее дЁЙствовала сила, равная Е 003 (Е, 2), и кавъ-бы матеральная 
точка по направленю 2 инЪфла въ конц времени / скорость 9 с03 (5, 2), 
й дрижёше матёрмальной ‘очки пб оси 2 будеть выражаться уравнё- 
вемъ прямолинейнаго движен!я : 


Ев (Е в) = по] 


2т 


Относя произвольное цаправлене постепенно въ наиравлешямь трехъ 
прямоугольныхъ осей координать, получвемъ уравненя (22). 

Когда на тло дЪйствуеть какая - нибудь сила и оно азжниеть,. 
свое движене но направлено дёйствия силы, то тёло овазываеть из- 
вфстное сопротивлеше измфненшо скорости и направлешя движения. 
Это сопротивяеше называюте силою инерции’ движущейся массы. 
Уравнеше прямолинейнаго движешя матер!альной точки: 


„ [2 
"р =0 


можно разематравать зак равновъее двухъ силь: силы Е, измфняю- 

. ; . : ‚№ я 
щей движене матерльной тозви, и силы ннерди и)”, раввавающейся 
въ направлени противуположномъ дёйствию силы оть измфнен!я екорости 
движеня и равной произведению массы малерТальной ‘точни и уекорен: 
движеня. Силы эти, равныя по величин, но противуположныя по нз- 
правленйю, постоянно уревновфиияаются между собою пры дряжени 
материальной точки. — Точно также можно разсматривать и уравненя 
(22) движен!я матерйадьной точки вообще; наприм, первое изъ сихъ 
уравненй : 


Реоз (Е, )—щ Фе 


можно разематривать какь выражене равноввя между салою 
Р сов (Е, 2), дЬйствующею по направленю оси координаль 2, и сизою инер- 
ифт, развивающеюся при иемёнени скорости но трму же шаправаенно: 


т 4 и 2) 


Эта сила инерцщи, равпая по величинв сил дйствующей Е сов (РЁ, =), 
во протавуположная по направленю, равна произвбдено массы мате- 
ральной точки на приращенше скорости г соз (9, 2} матемальной точки 
по направлен той же оси въ единацу временя. 
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Взявши за направлене зинш проложен сперва направлене силы 
Е, а потонъ направлеше, перпендивулярное кь направлено силы, 
позучаемь : 


рп [о = (ЕЛ о 
—_ м, [у вт (о, Е)] _ о. 
4 о" 


Сяла, дБйствуя на матеральную точку, измЁняеть ея скорость только 
по собственному вапразлено, а потому второе изъ предъидущихь 
уравнен!й повазываеть, что сила инерши по направленно, перпенди- 
куларному къ дёйствшЮ силы, равва пулю, & первое изъ предъидущихь 
уравненй похазываеть, что сила инерци, развивающанся по направае- 
иво прамо-противному дёЙствцо силы, равна самой сил, 


Уравненя (22) движеня матеральной точки дають: 


4 608 (9,6) 
& 


8 с08 (и, у) 
& 


Роз (Е, 2) =т С. сов (9,2) + т 


Рооз (Е, у) = т я (ву) 


@ 03 (%, 4). 


4% 
сов (Р, я) == т ду 0 (2) тр ий 


: Тавъ хавъ изъ уравнений (21) мы пыфемь 


#=“, 
Ф 


: а 4 
сов, 03 ви=а, бов (2) == 78, 


то предъидуия уревнешя можно написать подъ вядомъ: 
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4 фа 
2605 (Е, 2) = т п °* (в, =) + я. те 
ф ф 
ЕР соз (Ру) =т® п (и, у) + ти. я 
4 4. 
200$ (Е,4) = № п (©, ) {- ту. и 


Танвъ вакъ изъ геометри намь извфетио, что 


@ф 1 Фу _1 #4 1 
а#= 603 (0, 2), Ча 5 воз (о, 9), ао 608 (0, 4), 


тдВ о есть радусь кривизны кривой лини описываемой матеральною 
точкою, а направлеве его считается отъ точви кривой, соотвфтетвую- 
щей коорденатамъ т, у, 2, къ центру вруга кривизны, то предъадущя 
уравненн движеня матеральной точки можно замфнить уравненями: 


2 
Е с0з (Ё 4) == те {г, Э+" 60$ (о, =) 
4& # 
Роз (В, у) = с 00а (2, Же 608 (09) 2. (23) 
Роз (тс ы 
утру ит ва (6 5 
Направлеше осей координать хм, у, 2 совершенно произвольно; принимая 
направлен!е, напр., оси 2-овъ перпендикулярнымь къ направлевямъ ско- 
роетя ь и радуса вривизны о, или, что все равно, перпендикуляркымь 
въ паоскости соприносновеня кривой, описываемой матеральною т0ч- 
вою, получаемь : 


вов (Р, в} == 0. 


Откуда видамъ, что направлеяе силы всегда находится въ плоскости 
соорякосновеня соотвфтствующей точёФ (2, у, 2) кривой, описываемой 
матеральною точкою. Это можно было-бы вадЪть прямо изъ чертежа (5), 
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когда мы въ параграф5 (9) опредблаля перем щен!е матер?альной точки по 
начальной скорости и по дфйствНо еилы; перемфщеню ироисходить въ 
плоскости, опредфлиемой начальною свороетю и силою. 


Если въ плоскости сопривосновеня за ось у примемъ касательную, 
совпадающую съ ваправлошемъ у, а за 0сь = радусь кривизны, то изъ 
предъидущихь уравненй (23) получимъ : | 


. 4 
Р ов (Е, 5) —ту, =0 


- 2 
Я оз (7,0) — "= 0. 


Сила Р разлагается ва двф силы: на силу Р 008 (Р, %) по направле- 
нию васательной и на силу 2 соз (Е, о) по направленно радуса вря- 
визны. Разсматривая предъвдуня уравнешя вавъ уравневя равно- 
вфея между силами дЪЙствующими и сизами инерщуи, развивающимися 
ири движени матеральной точки, мы видимъ, что сила Р 60$ (Е, 9), 
дЬйствующая по касательной, при дважени преодолёваеть еилу инер- 
4 
& 
изведению наесы матеральной тбчки на приращеше скорости, которое 
получила-бы матеральная точка въ единицу времени; а сила №003 (Е, 0} 
преодолбвавть силу инерции, развивающуюся по рамусу кривизны въ 
заправлени отъ центра кривизяы [прямо-противуположному дёйств!о 


щи: т-, ‚ прямо-противуположную дФйствующей сил и равную про- 


2 
сиаы Р 003 {Е, 6}] в равяую с. ввадрату своровля, раздфленному 
2 . (а 
на ращуеь кривизпы. Сила 5 пазывается чениробъженою силою. Она, 
равниетея нулю ‚когда © = <> или, что ме равно, отд движене 
происходить по прамой зан. Сила Ё сз (Е, $), дйствующея по ва- 
сательной, производить изибневе скорости движешя матеральной точки; 
снза_Р соз (Е, о), дйствуя по фамусу кривизны и сядовательно пер- 
иендикулярно къ движению, стремится измёнить наяравлене движения, 
не изыбняя скорости, и иреодолвеаеть силу инерии, развивающуюся. 
при изыфнел напратяешя движешя, Послф всего этого легко понять 
теометрическое и дидамическое злачеве уравненйй (23). 
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$ 12. Прехъидувий выводь мн получили, относя движене мате- 
Мальной точки къ тремт праноугольнымь освмь координать; но чтобы 
сдЪлать ого еще боле ленымъ, мы поетараемся получить’ его незави- 
сино оть координать. Пусть АВ (черт. 6) есть траекторя движущейся 
мотеральтой точки; положимь, что и послёдняя вь концЪ времени / 
находится въ М, А. въ концВ времени /-{-№ въ №". Чрезь ваную-нибудь 
точку (’ проведемъ прямую С0, равиую и параллельную скорости % въ 
точкВ № въ концё времени #; потомъ проведемъ другую линйю С@ 
равную и парадлельную скорости в -|- 4, которою матеральная точка, 
обладаеть въ М въ конц времени {{-4. Лишя Р@ очевидно будетъ 
равна и параллельна ириращен!ю скорости, которое получила, матерйаль- 
ная точка въ ся$дотые дфйстыя силы й которое соединяясь сё’ скоро- 
сто о движущейся точки въ М даеть скорость о {- 40 въ точ №. 
Отсюда сяфдуеть, что ускореше дрижущейся точки, въ конц времени 
{, направлено по лин, проведениой чрезъ М иараллельно лини 06 
и Что сверхь того, величина этого усноревя получится, раздёляя 06 
за 4/. Если мы опустимь перпендикуляръ СЁ на СД и если поетроимъ 
прамоугольникь СРОЕ, то мы можемь разематривать безвонечно-малую 
скорость 0@ кавъ происходящую изь безконечио - мадыхь скоростей 
ВЕ и БР, изъ коихь первая направлена но касательной въ траевтори 
вЬ 10чЕ$ М, и другая напразлена по перпендикулару въ ней въ пло- 
свости соприкосновевя, или, что все равно, по рад1усу кривизны; раз- 
‘длаа эти слагаюния скорости, нд время 4/, въ которое онф прюбрЁ- 
тены ивтеральною точкою, ‚долучимь величины двухь елагающихъ уско- 
ренй по 1%мъ ве самымъ паправленямъ. Величина ускоремя ло 
касательной движущейся малеральной точки будетъ равнаться ДЕ раз- 
дфленному на 4; но 


БЕ = © №) е05 де — в, 


тд уголь 4 есть уголь 0С@ между двумя послвдовательными каеа- 
тельными, проведенными къ точкамь Ми М’ траевтори, слбдовательно 
узюль соприкосновения: (вопбеетее): Пренебрегая безконечно - малыми 
величинами, мы полузаёмъ для ускоревшя по касательной: 


ФЕ о-в и— Ф_ 1 — 
и — 5 эр = 
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Ускореше по радтусу вривизны выразится чрезь 


РЕ (& 4 ®) то _@ф{0 о Ч’ 


& & @& 2.8 +) 


или, пренебрегая безконечно-малыми величинами, чрезъ 


[2] 
а 
[ @ 
Но тавь вавъ фр” п, то 
© @ 
49% 
ВИ 


Разлагая выфстЬ съ тЬмъ силу 2, дЪйствующую ва матеральную точку 
по направленно ОС, на дв силы: на силу, дЪйствующую по направ- 
леншю касательной ОЕ, и на силу, дВйствующую по направлещю ОР, 
нерпендивулярному къ касательной (по направленно рад!уса кривизны), 
зидимъ, что сила по касательной измфняеть сворость матеральной 
точки по касательной, а сила, дёйствующая по радусу кривизиы, пер- 
пеядикулярному къ касательной, измёняеть направлеше СИ скорости 
въ направлене 06, и мы прамо получаем : 


4 
И о0з (Р,*) = "т 


я 


Е 603 (Е, ==> 


прежн!я уравиеня. 


$ 13. Объяснивши тавииь образомъ геометрическое значене вы- 
веденныхь нами фориуль, вайдемъ болфе общее выражеяе для про- 
ложешя усворешя на какую - нибудь линшю, предполагая, что лия 
проложенй изыфняеть свое иаправлеще. Мы пашли, въ предположени, 
что линя проложен!я 2 неподвижна, слёдующую зависимость: 
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Рооз (2, 8) =т, Чо ок 

Отсюда 

4 60$ ($, 2) 
ф 


ф . 40, 
=” 503(9,)-— тот ое. 


Рсоз (Е, 2) = т. О оз) т. 


Означая уголь (,, 2} чрезь « и предполагая, что онъ можеть изи\- 
няться отъ измфненя направзеня скорости в (васательной) и измфнешя 
направленя лаи 2, мы въ предъидущей формул должны означать, 
что дифференщаль отъ (о, 2) относится только къ измненно на- 
правлешя касательной. 

Озвачая такое изм5нене зрезь дифференщальный знакъ 4, озна- 
чая притомь чрезъ 4, измёнеше угла (о, 2) оть измёненя направяеня 
ш, а чрезъ @ полное язивнеше угла, получимъ : 


® - . 4,@ 
= 608 д — то зв. = 


Роов (Р,) =т. т $ 


и у 40 —= ао + 4,0. 


Иевлючая Фо изъ перваго выражешя, паходимъ : 


4 . [2] 4,07 
Рось (Р, =) ==т. = 608 ото во о (1 _ +) 


=м не то эт 54. 
Пусть МЕ (черт. 7) есть траевторйя, описываемая матеральною т0ч- 
тою, и пусть къ концу времени { ватеральная точка находится въ 
точк$ М. Пусть АТ есть васательная въ точЕЗ М траекторйи, Мо соотв№т- 
ствующй радусь кривизны, Пусть Мх есть лив!я, проведенная чрезь 
точку М параллельно лини проложеня въ концб времени #, & №’ 
ея положенще по прошестви времени 4; тогда уголь #Мз’, который 
мы означимь чрезь @ф, будеть предетавлять уголь между двумя по- 
5 
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сл довательными положенями лини проложеяй. Описавии изъ точки 
М какъ изь центра сфераческую поверхность рад1уса равнаго единиць, 
получим» сферизескй треугольникь А1.!/, въ которомъ очевидно дуга 
&Г будеть ©, КТ! будоть и Но в ГТ/ будеть 4ф. Означивши дву- 
гранный уголь, составаяемый при ребрЪ х плоскостями #МТ и 2М:', 
зрезъ' 4. ‘изъ сферическаго треугольника АЁЁ/ получимъ: 


20$ (6 - 4,0) == 003 @ 608 р -- эт @ эп 4ф 008 1. 


Отсюда, пренебрегая выстимо степенями оть безконечно - малыхь 1.© 
и 4, Инемь: 


Ч = — 603, фр. 


Ветаваляя это выражене въ послфднее выражен!е для проложетя силы 
на 00 2, получимь : 


4 с0$ в}. 
& 


Еосоз (Рад =т. — то з а ©2008 1. (24) 


Это есть общая формула дия‘ирозкн усворейя ма лию перемёщаю- 
щуюся въ пространетв®. 
. , Чф 
Если линйя проложешй не леремфщается ‚ то 6, и мы 16- 
лучаемь прежнее уравнене : 


4[о воз (о, & 
2.08 (Р, 2) == ‚сов (и =) , 
& 

которое, будучи отнесено къ тремъ неподвижнымт прамоугольнымь 
осяжь координать, даеть намъ три уравнешя движевя  матеральной 
точки въ отлошени неподвижныхь осей. 

Если за линю проложен возьмемъ касательную, 76 д дёлается 
==0, и мы имфемь изъ уравнев!я (94): 


4% 
[003 (©, 0) =. т 


$ 
Если же за линйю проложенй принять радрусь вривизны , тот’ д 
лается == 900, зу — 1805, и мы имфемъ: 


Рооз (Ё, 0) = а 


но тавъ вакъ въ сеиь случаВ 4ф означаеть уголь соприкосиовения , 
составляемый двумя поствховательныии радлусами ЕОИвИЗНЫ, То 


и лакь какЪ = о, 10 
и ия 
Р воз (Е, =" 


Эти уравненя Выведены были сколько выше. 


$ 14 Кавь иримёрь проложеня силы ла переифщающуюся ли- 
Ию, разсмотримъ тоть случай, ногда точка, движущаяся въ илоскости, 
опредляется полярными координатами и мы опредфлимъ проложенше силы: 
на радусь векторь и на линшо, перпевдикулярную къ этому радёусу. 
Пусть г будегь радусь вевторъ, а 8 уголь, составленный радусомъ 
векторомъ съ неподвижною осью ОГ, (ем. черт. 8). Пусть мат. точка из на- 
ХодИТСя Въ ВОНЦВ временя | въ М, ‘опредфляемая координатами г И 8; 
пуеть г въ безконечно - малый промежутовь времени 4 получить при- 
ращеще 4" = МВ, выражающее перемфщене матеральной точки по. 
рашусу; и пусть уголь.в получить приращеше 46, перемфщене мате- 
ральной точки ють “этого изифневмия будеть ".40 = АМ; полное пере- 
мЬщен!е матеральной точки будеть 4 == ММ’, и его направлен опре. 
двлитъ касательную МТ къ траектории. 

Если за линю проложен припять радгуеъ-векторъ, то, кавъ видно 
изъ чертежа 8-го; имфемъ ; 


®* . г.40 
203 @ = УПО = ., = 0, со и=1, 4^=4 
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и сядовательно формула (24) даеть: 


1 [* *|- 7.48 40 


Е 
т ТЯ Аг 
4» 49 \? 
= — ^(5) . (5) 


Если за ланно проложен!й принять направлеше перцендакуларное въ 
ращусу кривизны, то, кавъ видно изъ чертежа 8-го, получимъ : 


208 ® =, 31 @ == “ = 1809, соли ==— 1, Чр== 40 
и с2Бдовательно формула (23) даеть: 


г. 4 
= зи (Ё, #) =й 


В. 
1 Г, 4 [+40\ 40 я] 
=": м 1’ 
1 ог, 48 
я | . (26) 


Еелв сила направлена всегда по рад1усу вектору, тогда въ уравненйа (26) 


Рэ (Ё, г) = 0; 
й слВдовательно: 


407 48 
[> #|= 0, м. =е 


748 = с, (27) 


ГАЗ с есть постоянная величина, введенная интегращею. 

Тавъ кавъ сила паправлела по ражусу кривизны , то въ случа 
отталкивающей силы 203 (Е,г) ==1, а въ случа притагивающей силы 
сов (Е, г)-==--1, а потому уравнеше (25) дает: 


Е 


Е д 46 
ин]. (28) 


Изъ сего уравнешя помощю уравнения (27) можно исключать (. Мы, 
инфемь : ° 


Исключая 4 изъ второй части уравнешя (28) находимт : 


1 
в" 


Это ураввеше даеть вамъ возможность опредфлить силу А въ томъ 
случа, вогда двна траекторя, описываемая матер!альною точкою, 
сафдоватезьно дана зависимость между г и 8, и обратно предъидущее 
уравнев1е даеть намъ возможность опрехфлить траектор?ю, описывае- 
мую матеральною точвою, когда дана сила, вавъ функщя г, 


Приложенно формулы (29) будеть посвящена одна изъ слБлую- 
ЩИХЬ ГлаВЪ. 


ТЛАВА 2. 


\ Интегрироване уравненя прямолинейнаго двиненя материальной 
точки, у 


$1, Мы нашли, что движене матеральной точки въ отношени 
трехъ прямоугольныхь 666й  воординать х, у, & опредёляется 
уравненями 


пе =. воз (В, 4), НЯ 2 оз (3) 
@[+. 00$ {®, 2)} ... к С @ 


& 


гдф В овначаеть силу дЪйствующую на малеральную точку массы т, 
 бкорость матеральной точки въ концё времени { и гдф притомъ 
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сеет, хоз (29) — ®, воз (©, р. . @) 


| 
Уравненя {1}, въ слфдетые ‚уравнен!Я (2), принимиоть видъ; 


Фр Хх ФУ 1_ 2 
ЧА т ово" 8) 


если означимъ чрезь Х, У, # соотвётственно проложещя силы на три 
оси воординать 2, у, 2 

Эти три уравнешя при данной спяВ и ея направлен опредё- 
ляють совершенно хвижене матер!альной точки, т. е. опредфлиють тря 
ея координаты 2, у, 2 какъ функийи времени #; стоить только инзе- 
грировать с1и уравненя. 

Такъ какь уравнены (3} суть хафферовальныя уравиешя 2-го 
порадка, то интеграрован!е ихъ вводитЪ есть произвольныхь постоян- 
ныхь, которыя могуть быть опредёлены посредствомъ данныхь вели- 
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чинъ кбординать матеральной точки и первыхь ихтпроизвояныхь от- 
‘носительно времени, ‘соотвфтетвукщихь опредфлениому времени, `на- 
ирим%рь 1 ==0. Самое интегрироване представляеть боле или. менфе 


затруднен, смотра по форм, въ которой даны ускорительныя силы: 


Хх у 2 


. х 
—, > —_, АВйствующя ицу массы. — 
п’ тв, д ующфя на ‚един цу массы. Еслибы т было 


а У . 2 
только функщею оть д и-?, 7 т только функщею отъуни — 
и. ии и. ео 


— фунащею оть ди, то каждое изъ уравнев!й (3) могло-бы быть 
Рааемо отдфльно, и задача сводилась-бы ив опредфлене трехъ от- 
дБавныхь прямо - линейныхь дважейй совыфстныхь, но независимыхь 
, х у 2 

одво оть другаго; когда’ же силы в’ и т 3 будуть сосхав- 
лены сказаннымь образомь, то движенйя матерельной точки по осяыъ 
воординать 2, у, < будуть зависфть одно оть другаго и уравненя (3) 
дольны быть интегрируемы совифстно. , 

Но прежде нежели ми будемь говорить о совокупномь интегри- 
рованёи уравненёй (1) или (3), отвосящихея вообще къ криволиней- 
кому движению, которое происходить тогда, когда направлене силы 

`оставаяеть какой - нибудь уголъ.. съ направленемъ движеня › ‚разсмо- 
тримь частный случай—прямолинейное движене, которое происходить 
огАв, когда направлеше силы, совпадаеть съ направлещемь движения. 


Стла, сама по себф разематриваемая, зеегда должна быть прини- 
маема кокъ величина самостоятельная и елёдовательно положательная; 
но вь уравненяхь (1) и (3) сила входить въ вид® ея проложеня, 
которое можеть быть положительно и отрицательно, смотря по тому, 
"будеть-ли уголь, боставляемый направленемь силы съ направлещемъ 
. лини. проложен, остреыъ или тупыиъ. Если уравнены (1).мы отне- 
семъ къ прямолинейному движению и предположимъ, что оно совер- 
шается по оси 2, то движеве это выраяптея только первымъ изъ урав- 

‘ ненй (1); восинусь угда, воставляемаго силою Р съ осью 2, превра- 
тится въ ЕТ или —1, и слЬдовательно передъ Ё надобно будеть по- 
ставить знакъ -- или —. „Чтобы не усложнять наши формулы, мы 
будемъ пояразум®вать въ ‘общихь формулах примолинейнаго движеня 
этоть знавъ въ самомъ Р, которое такимъ образомь будеть выражать 
не силу, но ея продбжене. 
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Если проинтегрируемъ первое изъ уравненй (1). или (3), выра- 
жающее прямолинейное движелйе, то двф произвольный постеянныя 
величины, зведенныя интесращею, опредфлятся, кавь мы сказали уже 


42 
вообще, данными величинами & 


. 4 
дёленному моменту движения, напр., ко времени { ==0. Замзняя т 


и 2, отнесенныий въ данному, опре- 


. 4 ; 
скоростю, иы не должны забывать, что др "Ражветь проложен ско- 


рости на ось 2, а слфдовательно передъ скоростйю, которую ив будеиъ 


означать черезь 2 должно ставить знакь + или —; ыо въ общихь 


: : 4% 
форнулахъь прямолинейнаго движешя мы будемь вмфсто д ‘тавить 


прямо скорость и, подразумфвая знакъ завлючающимся въ самомъ у, 
которое такимъ образомъ будеть выражать ве собствевно скорость, 
но ея проложен! на ось 5. 

$ 2. Пося$ этихь замфчанй пристуциих къ интегрировано ураз- 
неня движешя матеральной точки по прямой лин: 


т. | `` @ 


. Е 
Предиоложимъ, что ускорительная сила = постоаниа ; тогда интегри- 


роване даетъ: 


гдё С веть произвольная постоянная величина. Полагая, что при 50, 
скорость © =, мы изъ продъидущаго равлены получаекъ: %, = С, 
и сабдовательно : 


Е 
фи... {5) 
Интегрируя это выражене еще разъ, находимь: 


Её 
ТО, 


4 


тдф С, есть вторая произвольная постояаная золичини: “Полагая; что 
при { —0 координата 2-=42°, находимъ С, == 2, и сафдовательно: 


Ев @ 
в=ю +. 


Разематривая честный случай, когда т, ==0 и %==0, находикь 


гели исключимь изъ сихъ двухъ уравнешй время #, то полузимъ 


о. .а 


уравнен!е, опредёляющее скорость для важдаго положеня точ 


Уравнен!е движеня матеральной точки" (4) мы можемь интегри- 
ровать нфеколько инане: Звая, что 


Исключивши изъ сего уравненя время { помоцфю предъидущаго урав- 
неня, находимъ: 


#9 


отвуде послВ интегращи каходимь: 


гв С есть произвольная постоянная величина. Если при &-— #ъ ско- 
роеть-и 7, то 


и слфдовательно 


= ево). О) 


Опредфяяя изъ этого уравненйя и, находамь: 


42 -) 2Е 
ЖЕНУ ие, 


отвуда: 
42 


Ме, 


гАф надобно принаиаль положительный знакъ, когда д возрастаеть со 
временеиъ /, и знавъ отрицательный , когда 2 уменыпается со време- 
немь. Интеграруя предъидущее выражен!е находимъ : 


еб = р НЫ 
Ув. 


Произведя на самомь дёлВ интеграцию, положивши потомъ для опре- 
двлешя произвольной постоянной С,, что при { ==0 координата 
&=2., мы получимь прежнюю формулу, опредфляющую пройдениое 
пространство по времени, До 
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Обратамь наше внимзые на уравнения : 


{5) то — то, = Р4 
в то 
(6) О = Мед. 


Пронаведен1е маисы на скорость называется количеством денокеня; 
произведене силы на время, въ которос она дфйствовала, называется 
импульсомь; уравнеше (5), называемое уравненеме количества движе- 
зёя, выражаеть, 1то юруобризтенное количество двшженёя 95 извъетное 
время равняется произведеню силы ни это время или имлульсу. `` 

Моловина произведешя массы на квадрать скорости называется 
эюивою силою; пронзведене силы на пространство, на которомъ дёйг 
ствовала сила, называется моментоме или работою; уравнеше (6), 
называемое уравновемз живыхь силь, выражаеть, что ярюбрютенная 
эеивая сила при дъистви силы равняется работмь этой силы, 

Полагая въ уравнеши (5) промежутовъ времени {, вь который 
дфйствовала сила, равнымъ единиц®, а въ уравнеши (6) пройденное 
затеральною точкою пространство г—2, равнымъ единицф, полагал 
притомъ для ироетоты начальную скорость и, =0, изъ уравненй (5) 
и (6) соотвётственно получаемь : 


— ту „ © 
в= =. - (6') 


Картезенцы говорили, что сила равняется ярюбрётенному количеству. 
двивешя, а поелфдователи Лейбница утверждали, что. сила’ рав- 
няется прюбрётенной матеральною точкою живой силф; это ‘противо- 
рье возбуждало больше споры; но легко вндфть, что въ выражениях 
(5”) н (6') скорость ® иифеть разныя значеня: сила равияется коли- 
честву движевя, пруобрьсенвому 95 единииу времени, пли живой сил, 
пробрётенной матеральною точкою ва одинииь пройденнало` про- 
странствв. Въ выравенш (5') ® озназаеть скорость пробрётеиную 
въ единицу времени, а въ выражени (6’) © означаеть скорость пр- 
обрётенную ва единиц иространства. 


4$ 


Е. 
$3. Раземотримъ теперь случай, когда ускорительная сила, 27 пере 


иВиная. Легко повазать, что если она будеть фупкщею одной какой- 
либо величины изь перенфнныхъ /, у, 2, то интегрирован!е уравновя 
(4) прямолинейпаго движея приводитея въ квадратурамъ. 


Р : 
Положимъ, ускорительная сила „_ есть фупьщя времени, имено 


{«}; тогда уравиете’ (4) приметъ вадъ: 


Фе _ № 
в ==, 
откуда: 
а = [0.4 
, 
г= [0.46 ©) 


тдЬ С есть произвольное постоянное, и тд о есть скорость мале- 
ральной точ въ коныф времепи #. ЗамВняя © въ продъидущемь 


уравневён чрезъ ; получаемъ : 
= [| й. 4. с] 


в= | [п.м], 


откуда 


гдё С, есть ловая произвольная постолниая величина, 

‚ Произвольныя постоянный С и С, опредфлятея величиною скоро- 
сти и ‘величиною координаты, даниыми для опредВленнаго времени, 
напр., для {=0. 

‚Положив, что при (==0 скороеть “= и 2 = ый изъ урав- 
неня (7) получаем: 


` 1 
о = [п.а; 


эт0 веть уравнение количества дошисенгя, при перёмённой сил; соотв®т- 


% 


ствующее уравненню (5), найденному дли силы постоанной.. Дале 
имфемъ: 


вв = [15+ [0.44 


Если ускорене я 5 фунЕщя скорости: /(2), то уравнеше (4) 


двкжешя матеральной точки будеть: 


Отсюда постепенно : 


4 
Ш =-- 
‘т 

4 
= аи 


тд С есть произвольное постоянное. Шо интегращи, мы получаемъ 
уравнеше между фи 2, изъ нотораго опредфлимь о вавъ ифкоторую 
функцию оть 4, положимъ (1); тогда: 


42 
= ==, 


откуда наконець НАХоДИМЪ : 
= 9.46, 


тдЪ С, есть второе произвольное постоянное. Произвольныя постоян- 
ныя Си С, опредфаятся, подобно предъидущему, по начальнымь ве- 
личинамъ 5 И +. 


‚Е . 
Наконець , вогде ускорене = будеть нфкоторою функщею отъ 


2, пусть (2), тогда уравнение (4) приметь видь: 


1% 
==). 
ай К ) 


46 


Помноживнуя об части уравненя па (х, имфемъ : 


4% ‚05 
Я. 4 = {#.. 45. 


Такъ вавкъ первая часть предъидущаго уравнешя есть не что иное вавъ 


2 
половина дифференцала отъ (=) ‚ то ивтегрировае предъидущаго 


уравненя даеть: 


ту = вс, | 8) 


тдё С есть произвольное постоянное. Изъ уравнешя (8) имфемъ: 


- 95 
(к „ар + С, 


ш=+ 


гдё надобно принимать знавь -- или —, смотря по тому — воорди- 
ната 2 возрастаеть или уменышается со временемь или, что все равно, 
42 положительная или отрицательная величина, товъ вакь есть 
всегда величина положительная. Интегрироваше предъидущаго уревне- 
ва, вводя новую произвольную постоянную, даеть намъ { вакъ функ- 
щю =, 8 слвдовательно обратно 2 какъ функцию ‘оть {. Произвольныя 
постоянныя, введенныя интегражщею, опредФлятея начальными величи- 
нами 2 из. Если положимъ, что при #==0 скорость о==е, и воор- 
ДиНата 2 = 20, то изъ уравнешя (8) получаемъ : 


1 1 
эе-аь" = [№.4, 


уравнене жеивыть сила, соотвфтствующее уравнению (6), которое было 
тольБо выведено при постоянной сил. 

$4. Когда ускорене представляеть еобою фунецио двухъ пере- 
ифнныхь изъ 2, Фи, то илтеграшя дФлается болёе ватруднительною. 
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А Е 
Здсь особенно замфчателент тотф случай, когда и фуввщя от 
сиу; положимъ: 
Е 
2 = Де 
п: = Ца, *), 


тогда урлвнеше (4) приметь видъ: 


в Да, 


Полное рБшене этого уравяешя можеть быть приведено въ интегри- 
рованю одного дафференщальнаго уравненя 1-го порядка между 
двумя перемфнными и къ квадратур%. В самомъ даль, исключивши 
#4 помовую уравнения : 


42 
9=--, 


4 
дадимъ уравнеяйю движешя видь: 
#.@ =Д0, 1). 4, 
дифференщальнаго уравненя 1-№о порядка и 1-й степени между двумя 


перемёнными 2 и %. Опредфливши, по интегращи, ® какъ функщю = 
капр., ф(=), получаеиъ : 


42 
==, 


откуда 
ах 


, 4 
а = Ба 


Въ приложещяхь встрфчается тавже случай, вогда должно разематри- 


Е . . . 
вать = ЖАБЪ нфваторую функцию оть а, о и отЪ самаго ускореня 
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4% . 

ге тогда уравнене движещя ирииимаеть видъ: 
4% _ вл 4 
@ Ш] 


Исключивти отсюда @ , получим : 


дифференщальное уравнех!е 1-го порядка, котораго степень зависить 
оть вида фунвщи /. 


|. Интегрироване уравненй движения свободной матергальной точки 
вообще. 


$4. Уравневля двжевя матеральной точки, какъ мы видфли, 
суть: 


@е _Х у 72 
(3) м жа в. 


.. Х у, 2 

Мы уже сказали, что еслибы пи п. соотефтетвенно функ- 
щями координаты г, у, $ или хи; ун: зи, то интегрироваве 
хаждаго изь уравнегай (3) совершалось-бы отдфльно, Разсмотримт те- 
перь слузаи совокупяой нитегражи” этихь уравненш, особенно важ- 
ные въ механи. 


Подразумввая подъ 42, 4у, 43 переыфщене матер!альной точки 
по тремъ осямъ координать. н: помножая уравненя (8) соотвфтетвенно 
на 42, 4у, 43 и складывая ихъ, получаемъ ; 


= 5.4% 41.4+8.6. 
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Цервая часть сего уразиен!я есть половина полнаго дифференщаза по 
времени #, взятаго оть выражения : 


ат т, а 
ве 


& потому предъидущее уравнеше можеть быть написано такимъ об- 
разом: 


т Гал р, 4 . . 
+ и = хие + у 4 24. (9) 
Мы видвли, что 
с 99 


д аа 
жтити 


равняется квадрату еворости х матеральной точки въ. конц времени #; 
половина произведен массы на ввадратъ скорости называется жизою 
силою матеральной точки, & потому первая часть уравненн (9) вы- 
ражаеть приращене живой силы матеральной точки въ безконечио- 
мьлый. промежутокь времени 4. Такъ вакъ 


Х= Роз (Е а), Г-= Е 003 (Е, 5), 2 == Рооз(Ё, 2), 


тд Р есть сила, дЪйствующая ва движущуюся матеральную точву, 
и тавкъ вавъ 


44 == 4 008 (48,2), 4у = 48 603 (48,5), 92 == 48 003 (48, д), 


тдв 45 есть перемфщене матешальной точки по траектоми зъ безко- 
нечно-малый промежутокь времени 4, 10 


Хаг + Тду--@л==7. [608 (Е,2) с0з (48,2)-|-00$ (Ву) с03(48:9) 
3 сз (Е, 1)соз (45,2) =5Ё сов (1, 4$).43. 


Произзедеше изъ силы, перемфщеня и косинуса уйзв 1 составаеннаго 
1 
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взпрявленемз силы’ съ назравлешемь неремфщеня (напразлещена. 
васательной въ траевторш) или, что. вое равно; произведеще изъ. проч 
дожешя силы на ныпавлеще переифщеши и изъ перемфщен!н, назы- 
вается моментом силы в; отношении пёремьщеня или эдементарною 
работою силы. Отеюль зидимь, что уравнеше (9) выражаеть слёдую- 

- щую теорему: приращене живой силы движущейся матетальной 
зточите .в$. безкоменно:= малый промежутеке: времени Ш равнаетея. ра- 
боть силы в: тотз же промежуток: времени. ° . 

Тавъ какъ первал часть ураввеши (9) представляеть полный деф 
ференщаль, то оно мощегь быть, непосредственно интегрируемо, если 
и вторая часть сего уравнешя будеть такие полным» дифференща- 
ломъ. Когда А, Р, 2 суть функщя однфхъ воординатъ,. независящия 
ни оть времени, ни оть скорости движешя матерльной, гочви, когда 
ийтомь они удовлетворають усломимъ познаго дафференщала отно- 
сительно второй части уравиенн (3)! 


ау _ 4 4 9х аХ_ ат. 
Ча бу’ 42 4’ Чу 42’ 


тогда. А; у, & будуть частными: производныма нёкогорой: функщи 
координать, воторую мы ‘озналанлы чрезъ фл; у, <), соотатегвенаю, 
по 2, у, 5, тавь что 


4 4 4 
К ТУ, = 


и ураввене (9) приметъ видъ: 
в 4 
т [ + ан и - ое и + Чи == 94 (2, 4 2). 


Это ураввене, въ которомъь 06$ части’ представляють’ полные" дифве- 
ренщалы, непосредетвенно даетъ одинъ изъ первыхъ интеграловь урав- 
невй двяженя ‘матеральной“ точки: 


42, 4, Че 
ние 
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или: 
2 


то = а, у, 5) +6, 
тд С есть произвольная ‘постоянная величина вводимая пнтегращею, 
а э означаеть скорость маферальной точки въ ‘ея положен, опред 
зяемомъ координатами 2, у,`г. Пусть при данномь положеши мате- 
Иальной точки, опредфляемомь воординатами = 20, У &=4, 
соотефтетвующая скорость ‘будеть ==5,; вставляя си величины въ 
предъидущее уравнеше, находимт : 


920, Чо» 25) + 6. 


Исключая С изъ двухь послблннхь уравнев!й, получаемь : 


2 2 

5 — п ее (ен, 8} — 9 (2 9). (и) 
Уравнеше (11), равно вакъ и уражнене (10), выражаеть собою тео- 
рему, изветную НодЪ назващемъ: начала живыхе Силз, и состоящую 
въ садующемъ: пририщен» живой силы, при перелодь матеззальной 
точкш изз одно положена въ друлое, зависитв только отв коорди- 
натз, опредъляющить эти крайия положеня матеурбальной точки, 
но не зависить ни отё вида кривой описываемой матеральною точ- 
кою ‚ ни отв времени, вз хоторое матефальйая точка перешла изъ 
одною положеня`вь друмое, ‘если только сила, которан хфйствуеть На 
затеральную точку и опред®ляеть видт фуневи д, не завнся ино 
времени, ни оть скорости, зависить только оть кооряявать й удовл8- 
творяеть притомъ условкыъ полнаго дифференцала для выражения: 


Ха -- Ти + 248. 


Эла теорема, какъ увидйиь виослфдстви, имфеть весьма важное зна“ 


ее эъ динамик. : 
$5. Уравненше (11). нохазюваеть, что ВСЯ разъ, какъ мате: 
Гальиан точка въ своемъ движенйи достагаеть поверхности 


$2 


9, уд =ь (12) 
гв ё есть какая - нибудь постоянная величина, › то живая ейла мате- 
фИальной точка, & слёдовательно и скорость, будетъ имфть одну и ту 
же велачану, не смотря на путь, по которому матерйальная точка ло- 
СТиГла поверхности. Такая поверхность называется поверхностйо уровня 
(зааее 46 пууеаи). Давая постоянному с различныя значенйя, мы по- 
лучаемъ непрерывный радъ поверхностей уровня. Уразнеше: 


$(2% ‚ Уо» 20} = 60 


предетавляеть собою ‘также поверхиость уровня, а мотому уравнение 
(11) повазываеть намъ, что приращене живой силы между двумя по- 
верхностями уровнл, при дапной силф, всегда одно и 10 же, каковы- 
бы ни были точки, в5 которыхь движущаяся малеральная точка встр 
чаеть эти поверхности и каховъ-бы ни быль путь, описавный мате- 
Иальною точкою между ‘сими поверхностями. 

Переходя оть точки (2, у, 2) поверхности (12) къ ближайней 
точЪ также из поверхности лежащей, изъ уравненя (12) получаемы 


4 ет 4 +Фа=% 


42 
га, кавъ извЪстно, Чи 4 ЧФ пропорщюнальны косинусамъ уг 
АБ, ь 42’ 4’ 4 ропорцюнальн ус: уг- 


ловъ, сославляемыхь пормалью къ поверхности въ точкВ (2, у, =) с0- 
отв тственно еъ осяун коорданать я, у я. Но тавъ какь въ разсма- 
триваемомь случа: 


с 


70 занаючаемь, что \, У, 7 также иропорщональны: косипуедиъ уг- 
ювь, составляемыхь пормалью въ поверхности сь осями координалъ: 
Означая направленю ядорчали къ поверхности чрезь № нифень е1- 
донательно ; 
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т у 2 . ЧИЩЕ 
608 (М, ®} = 608 (№, у) = 08 (М, 2) = Ут+7+? 
= Р. 


Отсюда находимъ, что: 


вон (Е,), 
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608 (№, #) = 7 == 608 (Е, 5), сз (М, у) = 


603 (№, 2) = 2= с0з (Е, 2), 


т. е. чо направлене силы нормально къ поверхности уровня. 


$6. Для того, чтобы получить уравнен жавыхь сить (10), мы 
внафли, необходемо, чтобы момелтъ 


Ха - "у -- 2% (3) 


быль. полнымъ дифферепталомъ нфкоторой фунвщм координать, Вы- 
ражене (13) всегда будеть полнымъ дифференщадомъ въ томъ случа, 
когда направлеше силы, дЪйствующей на матеральную точку, будеть 
постоянно проходить чрезъ неподвижный центру, и когда величина, 
силы будеть зависфть только оть разстолтя движущейся малермальной 
точки оть неподвижнаго центра. Въ семъ саучаВ выражене (13) не 
только будеть полнымъ дифференщаломь, но и приводится къ одной 
перемвнной величин$. Въ самомъ дл, пусть а, В, с суть коорди- 
наты неподвижлаго цептра; пусть г есть разетолше движущейся ма- 
тертальной точки, опредёляемой иеремфнаными координатами 2, у, 2, 
оть неподвижнаго центра, и пусть наконець Дл) выражаеть силу дй- 
ствующую на матеральную точку; направлене этой сиды будеть отъ 
ноподвижнаго центра къ движущейся матерйальной точкё въ случа 
силы отталкивающей, и напротивь — направеве силы будетъ. отъ ма- 
теральной точки къ дентру въ случаф силы иритягивающей. . Слагаюз 
пЦя этой силы по яаиравленио трехь осей координать соотябтотвенно, 


бухуть: 


ХЕ, УДО, = 


2—6 
т’ 
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гхВ знавъ -- должель быть припимаемъ для`силы отталкивающей , & 
знавь — для силы притягивающей, и слдовалельно 


хе + Ув а [© [6—9 ти ео | 
==»). 4", 
ибо 


арен", 
(вал -- (у -- (9—6) 48 = г. 


Уравнене (9), при дЪйстви центральной силы, выражаемой /("), при- 
имаять слВдующй видъ; 


4 (=) =). 4%. 


Отсюда видимъ, что ВЪ случзВ оттальивающей силы живая сила мате- 
Фальной точки будеть возраетать, вогда матеральная точка будетгь 
удаляться оть дентра, и наобороть живая сила будеть уменьшаться, 
вогда матеральная точка булеть приближаться въ центру; въ олучаф 
дваствя притягивающей силы, живая сила матеральной точкя будеть 
возрастать при прибаижеши иатеральной точки къ центру и умель- 
шатьвя при удалени матеральной точви оть центра. 
‚ Уравнен живыхь силь въ разсматриваемомв случаВ будеть: 


Ре 
= |. ис 
= 9) + С; 


а уразнене поверхности уровня получится, есла приравниемъ (г), 
а слфдовательно ” постоянной величин. Уравнене поверкности уровня 
сифлховательно будетъ: 


= 


или 


ео оне, 
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гдЪ № есть какая-нибудь постояниая величина; эакамъ образомъ мы 
видинт, что въ разсматриваемомъ случаЪ поверхпостио уровня будеть 
сферическая поверхноеть, описанная около пеподвижиаго дентра, 

Еелибы. на матеральную точку дЬйствовало нЪевольБо силь: 
К), [(г,), БЫ"). воторыя были-бы направлены по лин{амъ Кран 
соединяющииь движущуюся матеральную точку съ соотвётетвующими 
симь силамь неподвяжными долтреми, то моменты сихь силь приве- 
лись-бы соотвётетвеяно къ выражелямь /(").4", /(т).4и › Гг,)е, „.. 
и полный моменть зефхъ силь хЪйствующихь на матеральную точку 
былъ-бы 


3.4 + Бе), К, +... 


и слфдовательно быль-бы полнымъь дифференцалому, 


Изъ предъидущяго заключаемъ , что: всегда можемь получит ия- 
теграль (10} уравнен!Й движевя и сяфдовательно начало живыхь снль 
ныфеть ыфсто тогха, когда на матеральную точку дВйствують сняв, 
направленных въ неподвижнымь центрамъ и выражаеныя фунещяме- 
соотвЪтетвующихь разстоян!Й матерельной точки’ оть неподвижных 
центровъ. у 

8 Т. Если на матермльлую. точку дЪйствуеть сила, постоянно 
перпендивулярная къ. неподвижной плоскости и завиеящая еданетвенио 
оть разетояня движущейся точки оть этой плоскоети, то предъидущя 
заключевя могли-бы быть распроетранены и н& этохь случай, потому 
что онь могъ-бы быть разсматриваенъ каБъЪ частный случай, когда. 
веподвижный центрь, къ которому направлена ‘сила, удалень эъ вз- 
вёстномъ направлеми ив безконечное разстояще. Но-въ разсиатри-- 
ваемому случав легко получить прямо уравневе живыхь силз, не 
дёлан такого предположеня. Нисколько не умевыпая общности рь- 
шенйя, мы моженъ принять вышеуломявутую плоскость, въ хоторой- 
сила постоянно перпевдикулярна, за одну изь плоскостей координат, 
напр. 38 плоскость координать 29. Иредполагая тогда, что уравневя 
движешя матеральной точки отнесены именно къ такииь осямъ коор- 
динать, мы въ уравнени (9) домвны будемь принять 


Х=0; то, 2 289, 
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тд (2) выражаеть величину дЪЯствующей силы и гдф злакъ -+ должно 
врипязть въ томъ случа, когда направленше силы совивдаеть еъ поло- 
жательнымь направленемъ оси 2, & знавъ —, когда сила будеть ить 
противуположное налправлене. Уравнение (9) въ такомъ случав при- 
Цимаехть видъ: 


+8 = +494, 


и иитегрелъ ето будеть; 


р т + ай и = п [аа +5 


уравнене живой силы. 


8 8. Легко находить первые интегралы уравненй дваженя сво- 
бодной матеральной точки в томъ случа, когда нанравлене дфй- 
ствующей силы постоанно проходить чрезъ одну неподважную точку 
или центрз. Нисколько не уменьшая общвости рёшеня, мы предпо- 
ложимъ для простоты, что начало координать находится въ неподвиж- 
номъ центр и что уравнея движения матеральной точки: 


фе _Х 4_у 94_2 


отнесены именно въ упоманутымъ осямъ координать. Помножан вто- 
рое изъ предъидущихь уравненй ла д, а третье ва у и вычитая одно 
уравнеше изъ другаго; помножая третье уравнене па 2, а. первое 
на з и вычитая одно уравнеше изъ другаго; помножая наконець 
первое уравневе на у, & второе на 2 и вычитая одно уравневе изъ 
другаго, мы представимъ уравненйя движения матеральной точки подъ 
слБАУЮЩИМЪ ВИДОМ: 


45 4 

т! - де 2 — а 

фе фз 

Ш 2== Ха — бр .. (14) 
@ фе 

а руна уе — 


а? ар 


5т 


Такъ какъ, по предположению, направлеше силы постоянно проходить 
зрезь неподвижный дентръ, принятый за начало координать, то ва- 
правлеме сизы совиадаеть съ радрусомт, - вевторомт , соединяющимъ 
движущуюся матеральную точку съ иачаломь воординатъ, и легко 
видфть изъ иодобя треугольнивовъ, что проложешя силы ва три оси 
воординать пропорщональны проложевямьъ радгуеа-вевтора или, что 
все равно, воординатамь, опредфляющимъ положен!е матеральНой точки: 


Х: У: 2=4:у: 
Ивъ этой двойной пропорщи находамъ: 
2у—уд=0, 2—2 ==0, Уг—Ау=0. {15) 
Если поэтому нё матеральную точку д®йствуеть сила, которой на- 
правлее проходить чрезъ неподвижный центръ, то уравневя (14} 


движеня матеральной точки принамають видъ: 


фа 4 Фе 3 у о 
0, ей те, дет пл. (16) 


Легко видфть, что первыми интегралами сихъ уравневй соотвфтствены 
будеть: ° 


3.44—з4у 4.48—6.44 = „0, е.4у—у.4е == 


а, (17) 


ТД ©, ‚в. в, суть произвольных постоянныя эреденныя интегращею. 


$ 9. Уравнешя (17) имфють весьма важное геометраческое зва- 
чене. Означая чрезь г, проложене на плоекость коордикать уз ра- 
я1уса вевтора г, соединяющего матеральную точку съ началом коор- 
динать, и означая чрезъ в, уголь, составляемый г, съ осью коорди- 
нать у и считаемый въ положительномь направлени оть оси воорди- 
валъ у ЕЪ оси коордивать 4, инфемъ : 


у 1: 6080,, д ндР, 80 0,. 
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Прёобразовыван первую часть перваго изу уравиемй (17) по повыяъ 
перемфннымь г, и в,, находим : 


у.4а—з.4у == га. 48,. 


40. есть пе что иное какъ удвоеяпая илощаде севтора ‚ опи- 
санваго проложешемъ ралфуеа вектора 7, въ плосвоети уз, Когда 
уголь в, получить прирашеие 4,. Означая подобнымь образомъ чрезь 
», иг, проложещя радуса вектора 7” ‘соотвфтетвенно па плоскости 
хоординал”. сх и 2у, и означая чрезь в; и 6, углы, дфлаемые упомя- 
нутыми проложешями соотвтетвению сл, осями координать зи фи 
считаемые въ положительномь паправлеши соотвётственно оть оби # 
ВЕ’ 0еи 2 и отр бен 2 КЪ оси ‘у, находимъ подобно предъидущему: 


3.5 — тАк -ЕТ. 40,, 2.4) УИРЕЕГ. 4%. 


Выражения #’. 40, , уг. 8, суть удвовнныя площади, ‘описываемыя со- 
отвфтетвенно проложемями радтуса вектора т, и г, въ плоскостяхь 
пеординать 2= и ху, когда углы о, и 8, соотвфтетвенно получають 
приращеня 48, и 96.. 

Уравневшя (17) тавимь образомъ преобразовываются въ елёлую- 


гл. 0, == 6;., ту. 0, = 0, , г. 40, == 0,41. 


Ивтегрируя эти выражешя въ предфдажь, соотвфтствующихт ( =0 
йе, мы получаемъ 


=е:, ра =, 24, = 05. ; 


`Вая уравнешя зыражають сабдующую тебфему: если на мётеральную 
тоаку дъйствуеть сила, ‘которой найравлене прожодитя Постоянно 
чрез неподвижюный центрз, то площади, опибываёмыя Яру“ движении 
матеральной точки проложенями радуса вектора около центра 
85 треть координат Ы де ‘ипоскости 5, ‘пропомуональны времени, в: 


хоторое онь описаны. Произвольныя постоянпыя 8,6, 6, очевихно 
означають удвоелныя тьющади, онисываемыя проложешями радтуса 
вектора вз сдиницу времени. 

Поивожая соотвётствение уравнены (17) на =, у, и складырая 
ихъ, въ суммф получаемъ; 


2 уе 


уравнене илосяости, проходящей чрезь центрь, принятый за начадо 
воординать, Отсюда заваючаемь, что деможене происходить в плоско- 
сти, проходящей чрезь неподвииеный центре, и саВдовательно траен- 
торёя описываемая, матергальною зточкою есть плоская кривая. 

Такт кавъ двяжеше малеральной точки происходить вт плоево- 
сти й тавкъ вакъ площади, описываемыя проложенями радуса вектора 
въ координатныхь плоскостях, суть соотв тетвенныя проложеня 
плоскости, описываемой около центра радусомъ векторомъ двяжущейея 
матерлальной точки, то площадь, описываемая во время { около цея- 
тра радмусомь векторомь вь плоскости траекторш, будеть равна 


Отсюда завлючаемь, что площади, описываемых радбусомъ векторомъ 
вь плоскости траектори, пропорщюнальны временаиъ, въ которыя` 08 
описаны. 

Доказанпея теорема относительно пронорщональности времени, 
при лАйстыи центральной силы, площадей, описываемихь радтусомъ- 
вевлурюмь въ нлоскости траевторми и его проложешями въ плоско- 
стяхь коорадинать, извфотна подь пмецемъ начала созранения площадей 
или просто начала площадей. 

Если мазеральная точка въ своемъ движен!и описываеть плоскую 
кривую, если притомь радусь-векторъ онисываеть въ плоскости траек- 
торм около какой - пибудь пеподвижной точки (цеятра) площади про- 
поршюнальных времени. то легко показать, что направлене силы, подъ 
дйствемь которой движется матеральная точка, проходить постоянно 
зрезь пеподвикный центри. Въ сомомь дл, изт, пропорщюнальности пло- 
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щадей, описываемыхь радТусомъ - вевторомь в плоскости траектори 
около неподвижнаго центра, мы заключаемь, что площади, описывае- 
мын прозощенями радруса-вектора въ трехъ плоскостяхъ координать, 
будуть пропоршюональны времени, а слфдовательно, если принать дзя 
простоты неподвижный центръ за начало координать. будуть при дви- 
жен матерюльной точка удовлетворены уравненя (17). Дифференци- 
руя эти уравнен!я по времени /, мы получаемъ уравненя (16); со- 
единяя же эти уравненя съ уравешями движен!я затеральной точки, 
представленными подъ видомъ уравнев!й (14), заключаемь, что 


д — №0, Хо 21=0,  — Х=0; 
идя: 


& это будеть чолько тогда, когда направлене силы проходить чревъ 
неподвижный центръ. 


$ 10. Если на матеральную точку дЪйствують двф силы, направ- 
денныя соотвфтетвенно къ двумъ неподвижнымь центрамъ, то уелоыя 
(15) вообще не будуть удовзетворены; но одно изъ условй (15) бу- 
детъ удовлетворено, если лин1ю, проходящую чрезь оба неподвижные 
центра, принять за ось координатъ. Пусть эта линйя брдеть ось коор- 
динать 2; тогда ваправлеше составной изъ двухъ силъ, дБйствующихь 
на матеральную тозку, будеть пресфкать постоянно ось коорданать &; 
проложен составной силы на оси координать у и 1 будуть пропор- 
шональны коордннатамь уп 2, опредфляющимь положене матераль- 
ной точки; первое изъ услоый (15) будеть садовательно удовлетворено 
н нервое изъ уравиенй (14) движешя матер!альной точки приметъ 
зихЪ: 


4 4 
уно 


Ивтегралонъ этото уравневйя будеть 


у.4: — а.4у = с.4, 
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уравнене, геометрическое значеше котораго уже объяснено. Итавъ, 
качало площадей въ разсматриваемомъ случаф будетъ имёть мЪото для 
всякой плоскости перпендикулярной къ лин, проходящей чрезъ оба 
неподвижные центра силь и принятой за одну изъ осей коорданатъ. 

Этоть выводь можно очевидно распространить и на тоть случай, 
хогда на матемальную точку дёйствують нёсколько силь, направаен- 
НЫХЪ КЬ соотвётетвующимь неподвижнымъ центрамъ, зить-бы только 
всВ эти центры лежали на одной прямой лан, 


$ 11. Мы показали, что легко интегрироваль уравяешя движеня 
матеральной точки въ томъ случаф, когда дъйствующая на нее сила 
направлена въ неподвижиому центру: мы можемъ тогда находить первые 
интегралы, выражающуе начало площадей, и, при извфетныхь уеловяхь, 
интеграль, выражающй начало живыхь силь. Можно получаль, при 
извфстныхь усломяхь, эти интегралы и при подвижном» центрф, кь 
которому направлена дфйствующая на матеральную точку сила, если 
только разсматривать движеше матеральной точки не въ отношени 
осей неподвижныхь, & въ отношений осей, которын извёствымь обра- 
зомъ перемфщаются въ простраяств®. 


Пусть =, у, 4 суть координаты движущейся матеральной точкя 
въ отношени неподвижныхь осей, пересфвающихся въ 1098$ 0, какъ 
начал координать; пусть 2, у, 1 суть координаты матеральной точви 
въ отношени подвижныхь 05, которыя при своемъ движени ос- 
таютея соотвфтетвенно параллельными осямъ неподвижным и которыя 
пересфкаются въ точи® 0, какъ начал координать; пусть &, у, С суть 
воордипаты точки 0, въ отношен!и осей неподвижныхь. При таномъ 
соотношении коорданать имемъ: 


2=а, 4$, ужи фу, з=а Е (18) 
отЕуда 
42 _ 4, & 9 _ 9 9 &_& % 
ша’ ата’ ата 0 
Въ сахъ уравненяхь м, Я ', Е означають скорости матеральной 


точки соотвфтетвенно по направленямъ осей координат 2,, У, 2, 8Ъ 
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по -и, -^ суть ево- 
ви’ М 

рости подвижнаго начала О, по направлешимь осей координать въ 
отношени пеподвижнаго начала координать 0. Уравнен (19) выра- 


жають тавимъ образомъ, что скорость малеральной точки по направ- 


отнотени подвижнаго начала коорлинать 0,; 


зейю каждой оси коордивать разняслся сумм соотьЪтетвующей ско- 
роети мадеральной точин въ отвошеши подвижнаго начала 0, и сво- 
рости сего мосаблилго въ отномени неподьяжнаго иачала по направ- 
лено той же оси. 
Дифферевцируя уравиевшя (19) еще разъ, находимь: 
Фр _ Фе, 65 Фу Ру Ф) Фз Фа , 
де а Те’ 4 ет’ 


въ слфдотые чего уравнешя движения матеральной точки: 


Фе 42 Ы 
де х, Че у, 4 2 
принямають ридъ: 
фе ФЕ , _ у №, 8 
А’ ве Рав ди (20) 


Это суть уравнешя движетя матеральной точки въ отнотенм ло- 
движвыхь осей координатъ. Если намъ извфстно движеве пачала 
координать 0,, слФдовательно изифстны &, у, 6 жакъ функши вре- 
мени /; если Х, У, # извфстны намь кавъ функции координать 2, у, 2 
и { или, что все равно въ слВдетые уравнений (18), кавъ функии коор- 
динать 2, у, 2, то уравнешя (20} опредфляютт, намт, движене мате- 
ГНальной точки въ отношеши подвижиыхь осей. Интегрироваве урав- 
ненй (20) вводить шесть проазвольныхт, ‘постолиныхт, величинъ, вото- 
рыя будуть опредфлены , когда будуть иввфстны для какого - нибудь 
опредфленнаго времени, напр. для (==0, величины воординать #, у, $ 
в. их ироизводныхь Е: В Ч, & 

Неси 
уравнений (18} и (19), когда будуть изнетны для этого времени коор- 


или, 410 все равно дБ слфдотые 


4% Чу 41 
динаты &,; у, 2) и ихь произволния —, 1, —№. Величины же 
ово ш 
о: “ 4& 1 
координать ЕЁ; у, и вхь производвыхь —?, ^^, -> Да 
57; > ро ГИ’ будуть для сего 


времени извфетны , тазъ накъ #, у, { предиодатаются вообще дан- 
ными какъь функши зремони /. 
Полигая 


р : у 
ТЕХ, ШЕХ, Ш=В, 


видииь, ч10 №, Х, И озназають проложемя ускорительной Силы, 
которая заставила-бы матеральную точку двигаться такъ, вакъ дви- 
жется подвижное начало координата 0,. Если начало координать 0, 
есть ве малематическая, а малеральная. точка, двягающаяея въ саёд- 
стые силы, то №, №, # выражають эту сплу. 


Уравнения (20} могуть быть нозтому предетавлевы подъ таким 
видомъ : 


фа - Фу 4 , 
че. =Х х, ЕТ У, да == "2. (21) 


Эти уравненя показывають, что движене матеральвой точки въ от- 
мошени поднижвых»ь осей коорданать 2, у, 2, совершаете тавже 
какъ-бы отпосительво осей ненодвижныхь, только къ ускорительной 
сн, дёйствующей на матеральную точку, присосдинается ускоратель- 
ная снла, въ слдстые которой дьижелся подвижное начало коорди- 
нать, ввитал только въ противуположномь ваправленйи. 


Означая чрезь В составную ‘силу-взъ ускорительной силы , д%й- 
ствующей на матеральвую точку, и взъ усворитольной силы, зъ ся®д- 
стые которой движетея педвижное начало коорхинать: 0,, взятой только 
въ противуположномъ ваправлеви; означая притомъ: проложешя этой 
силы на три оси координать соотвфтствевно чрезь К,, Н,„ П, имфемъ: 


х—Х=А, У-УНВ, 2-В=1,; 


уравневйя (21) нрямуть видь: 


Фа _ Фу, _ #4, 
в=&, де =№, ЧА ==. (22) 


$ 12. Понножая уравневя (22) соотвфтетвенно на 44, 4у,, & 
в складывая ихъ получаемъ: 


1 в; 457 
ее СЕ = Вы, Ву + 8,45, = (8) 


Если вторая часть сего уравненя 


К. 48 -- В,. 6, + В,. 44 (24) 


есть полный дафферекщаль, то мы можемь интегрировать предъидущее 
уравневе, Выражене (24) всегда будеть полнымъ дифференщаломь 
ВЪ ТОМЪ слузаф, когда навравлене составной силы А, приложенной 
къ движущейся матеральной точ, будеть постоянно проходить чрезъ 
точку или центр», остающийся неподвижнымь въ отношени подвиж- 
выхъ осей воординать (перем щающуйся выЪстВ еъ ними) и когда ве- 
личина составной силы Е будеть зависфть оть разстояшя движущейся 
матеральной точви оть центра силы А. Озназая чрезъ г это разстоя- 
не и полагая, что спла В выражается чрезъ (г), мы приведемъ урав- 
пене (23), вакъ въ $ 6, къ слфдующему виду: 


42 Ч 45" 
а ая 7 


Интегрируя @е уравнеше, находимъ : 


ен -ерано 


уравнеше живыхь силь, гдЪ С есть произвольная постоянная вели- 
ЗИиН&. 


#5 


Уравневя (22) могутъ быть представлены подъ вихомъ : 


@4 49 
Жи -та= Ву - Вл, 
2х. фа, 
Ава = Ва, 
8%, фз 


А ® — да’ = В, — Ад, ` 


Жели составная сила Й будегь постоянно проходить чрезь подвижный 
цевтръ, сохраняющий только свое положеше неизи$ннымъ въ отноше- 
в нодвижныхь 0ей коорданать, то няеколько не огравичивая общ- 
ности выводовь, мы можемь принять его за начало подвижныхь осей 
координать, в тогда, какъ въ $ 8, ны выфемъ 


Ву, — В, —=0, В, — Вых, =0 
В,т, — В, = 0, 


вЪ слёдотые чего предъидунци уравнешя движен!я матерйальной точва 
принимають видъ: 


425 Фу фз @4  _ 
т з- т = 0, ЧЕ "— т 2, = 
Фу, Фх, 


а ви = 
Интегралами сихъ уравненй будуть: 


у.-44, — 2.4, ==. 3.48, — 2.5 550,4, 


| 29 
2.4, — 9.44, ==, 


гдЪ с, е„, е, вуть произвольнын постоянныя. 


Ирсдъядутуя уравнев1я, легко показать кавь въ $ 8, выражають 
слблующую теорему: если составная сила В постоянно проводить чревз 
подвижный центрь, прийдтый эа начало иодвимныаь осей координать, 
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то площади, описываемый при движенги матеральной точка пролд- 
жемями рад’уса вектора около подвижнаю центри въ трезь подвиж- 
ныть координатных плоскостахь, пропоруональны времени, въ кото- 
рое онь описаны. Изъ ураввенй (26) находимъ потомъ, что движение 
матеральной точки происходить въ плоскости, которая , перенфщаясь 
нараллельно самой себф, постоянио проходить чрезь подвижный центръ 
составной силы Е, и что площади, описываемыя въ этой плоскости 
радусомь зекторомъ около ‘центра, иропорцщюнальны времевамъ, въ 
которыя ов описаны. 

$ 13. Пусть двф матеральныя точки, воторыхъ массы соотвёт- 
ственно суть 11 п т, дЪйствуютъ взаимно другъ на друга, взаиыво 
пратягивал пли отталкиваял другъ друга, в требуется опред®лить дви. 
жеве одной точви въ отношени другой, напр., требуется опредфлить 
движене точки т зь отвошети точки М Помфщаз иоэтому начало 
0, полвьжныхь осей поординать въ тоя массы М и полагая, что 
2, у, 2 суть координаты точкв массы м въ отлопеви сихъ подвиж- 
ных осей, мы видбли, что матерйальная точка ж въ отношеви под- 
вижаыхь осей координать будеть двигаться тавимъ образомъ, накъ-бы 
на нее хФйствовала ускорительная сила Ё, составная изъ ускорительвой 
силы, хйствующей на иатерюльную точку, и изъ ускорительной силы, 
д®йствующей на матеральную точку М, но взятой только въ противу- 
положномьъ ваправлеи. Такъ вакъ направлеше каждой изъ состав- 
ляющихъ силъ совпадаеть съ лишею В соединяющею точки ти М, то 
и направлене уномянутой составиой силы будетъ ностодино проходить 
ярезъ точку м, прянятую за пачало нодвижныхъ осей; такь какъ 
притомъ ускорительный силы, дВйствуючция ва точки м и М прямо- 
хротивны ‚ то легво понять › что ускорительная составная сила Я бу- 
детъ разяяться сумм% ускорительвыхь силь составляющихт. Цусть при 
дЪйстви единицы массы М ка единицу массы м сила будетъ выра- 
жаться функщею разстоямя между точками, вапр. /("), тд № есть 
разетоян! о между взаимно-дфйствующими точками; Ш единиць масем 
первой точки будуть дфйетвовать на едиаицу массы второй точки съ 
силою, равною М/хг), а на п единиць массы второй точки съ силою 
равиою Мт/*); ускорательная сила, дЪйствующая на изтерельную 
точку т, будеть слФдовательно равна. №./(”). По основяому началу 
равенства дфйслыя и противодЪйстыя, па матеральную точку 4 бу- 
деть дЪйствоваль тавие сила, равная т{(”), только въ прогивуполож- 
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ноут иаправлени, я ускорительная сила, дЪйствующал на единицу 
маесы точви И, будеть ®/("). Сила В, соетавная изт силы ускоритель- 
ной, дВйствующей на матерльную точку м, и изъ ускорительной 
свлы. дВйствующей на точку №, по взятой въ противуположномъ иа- 
правлевти, выражается такъ: 


Е= (Мп) [*). 


Такъ какт составная сила В будеть постоянно проходить чрезъ точву 
М. принятую за начало подвижныхь осей координать, то уравненя 
движения матеральной точки (22) въ разсматриваемонъ случа® прини- 
МАЮТЬ ВидЪ: 


в , 
а (ии) о. 9, бани, 


ы = (И), 


тд знакъ + относя ЕЪ случаю взаимпаго отталкаваня между 
матеральными точками, & знавь — къ случаю взаимнаго протяженя 
между ними. Предъидущя уравнен1я имфють свовми знтегралами какъ 
уравненя площадей (26), такъ и уравневе живыхь силу, которое 
для разсматриваемаго случая принимаетт, ВИЛЬ: 


4 42 
Пе + (и) [4-0 
$ 14. Зь уравнешяхь движеня свободной матеральной точки: 


= Фу а 
ВЕ ви щ-Ь 
РАВ Х, У, 2 суть проложеня ускорительной силы, дёйствующей 38 


матеральную точку, на три оси координать, положим, что 


4х ау _ 44 _ 
Иа ш= 67) 
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тогда уравневя движеня матертальной точвя принимають видъ: 


Ч х, Чу (28) 


«ош 


Приниман р, 4, г за новыя перемённыя, мы можемъ тахимъ образомъ 
три совокупныя дифференщельныи` уравяеныя 2-го порядка съ тремя 
исвомыми перемёнными 2, у, 3, выражаюния дважене матерлальной 
точки, замнить шестью дифференальными уравнешями 1-го порядка 
{87) и (28) съ шестью искомыми перемфиными 2, у, 2, }, 4, г. 


Еслв сила, действующая на малеральную точку такова, что ея 
проложеня на три оби коордипать суть частныя производныя ифко- 
торой фунищя коордипать, независящей лвно отъ времеци , пусть 
$(х, у, 2), соотвтетвенно по 2, у, 2: 


то взъ уравнеей (27) а (28) мы можемь исключить время {, и мы 
подучемь нять дафференцальныхь уравнемй съ шестью перемфнными; 


(99) 


Еслибы мы нашли интегралы сихъ уравненй, то мы опредфлили-бы 
пять аъ нскомихь нореифиныхь &, у, $, р, 1, " По одной ИЗЪ ВихЪ, 
пусть по перемфнной 2; тогда изь перваго изъ уравневн!й (27), въ 
хоторомъ р было-бы фунещею отъ 2, по интегращи, мы опредфлили- 
бы { вакъ функнйю отъ 2, м сафдовательно обратно 2 какъ функдю 
от Ё, а потоиъ нашли-бы у, 3, р, $,’ какъ функщи оть #, потому 
что оны были-бы уже извфстны жавъ фунювм отъь х. 


Мы имфемь одинь интеграль уравнен!й (29}, именно уравнеше 
живыхт силь: оно существуеть, какъ мы видфяи вв $ 6, при сказаяныхь 
усломяхъ относительно сиды, дфйстиующей ‘па матеральную точку. 


[5 


Вь самомъ дфяБ, изъ уравнешй (29), постепенно получаемъ : 


4. 4. Г; 
р. 4 =? ‚= 
2, 42, ЧИ р . Чу, т . 4 


4 4 р 
.др + 4.4 + в = 9. ем 
р.ар + 444 + т ТТ АТ. 


и слёдовательно : 
1 
И) = оу С, (30) 


уравнеше живыхь свль, тд С есть произвольная постоявная велн- 
чина. Положимъ, что кроиф этого интеграла мы нашли еще два дру- 
ше интеграла уравненй (29), и 9170 эти интегралы выражаются урав- 
нейлыи : 


Ил, у; 2, р, $ Эа, Ба укр =в = (8) 


въ которых ди в суть произвольныя ностоянныя зведенныя инте- 
гращею. 

Уравненя (39) и (31) опредфлиють р, 4, г какь функция оть 
<, у, 2 п произвольныхь ностояннывь (, хи В, & потому интегриро- 
ваше уравненйй (29) пряводится въ интегрировано только уравнен!й: 


о м. (32} 


Постараемся интегрировать сш уравнения *), въ которых» р, 4, г раз- 
сматриваются уже извфстными функщями воординать 2, у, & и трехъ 
произвольныхь постоянпыхъ. 

Такъ вавъ р, $, г опредёлены изъ уравнешя живыхь саль (30) 
и ивъ уревненйй (31), то по подставленщи выфото р, 4,” ихъ велячинъ, 


*) И. Д. Соколовь, Замфчане отнобительно интегрироваея диф- 
ференщальныхь уранненй дважешы свободыой точки. 1866 г. 
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выраженныхь въ фупещяхь координат и произвольныхь постоявныхх, 
въ уравнене живыхь силъ (30) и въ уравнешя (31), мы получиля-бы 
тождественныя уравнейя. Разематривая поэтому въ уравненш живыхь 
снль р, 4, г какъ функши координать 2, у, з и произвольныхь по- 
стоянныхь С, а, В, мы изъ уравненя (30), сдфлавшагося тождествен- 
нымъ, получаемь также тождественныя уравнения : 


р 4 
ВЕ г. =0 
4х и и , (83) 
Фр ча, 
Рав Тая ° 


которыя приводять къ сзФдующей двойной пропорции : 


98 = 24` ав 48 си 448 _ 48 = 48 (4) 


Дефференцируя 06% части уравнешя живыхь силь (30) постепенно 
о &, у, 2, мы получаемъ 


4 Е # 4 
и 


ар 4 
а г {85) 
Разсматривая въ уравненняхь (28) р, 4, г также фунвщями коорди- 


вать и вамёчая, что Л, У, 2, по предположеншю, суть частныя про- 
изводныя оть функщи ф(х, у, =), азъ ураввенй (28) паходимъ: 


и 


ИЛИ: 
2 рр 
РТР "2 
ее 4 и 
РТН "Я 
4 4 4 4ф 
р ТичТЕ а. 
0 № 
Исключая ив изъ сихь уравнешй и изъ уравнения (35), 


ар 4 4 _ 4 


ВыфстВ съ тВыъ мы имфемъ 


4/4 Ф 4 


тождественныя уравнен!я : 


д2\аВ Ча аа 
@ Гар 


т 2 : 


ф _ 4 9/94 ар —0 
42 -#) а-я) = . 


4/1 4 
а — 1) + С: 


Положимъ теперь, что 


"ав Тау 


4" (74 фр 4 
( 4а За 48 
4 № 4 \ _‹ 


4 Ча ‘8/= — 


42 4, 


уе, в 4) =у 


} 


(36 


(87) 


(38 


есть искомый интеграль уравненй (32), гдВ у есть произвольная по - 


стоянная величина, 


вводимаи интегращею. Такъ какЪ зу = у есть 


интегра ть совокупныхь дифференщальныхь уравненй (32), то урав- 


нене 


(39) 


т 


становится тождественнымь, если внести въ него изъ уравненвй (32) 
выфото 4х, Чу, 4% пропорцюнальныя ямъ величины р, 4, ^ и еслибы 
функщя у была изьфетна. Итакъ, искомая функщя у’ должна бать 
тавою, чтобы обращать уравнеше 


ар Фу Фу _ 40 
ва + =0 (49) 


въ тождественное. Уравнеше (40), согласно Якоби, можеть быть раз- 
сматриваемо вакъ уравнеше, опредфаяющее пекомый интеграть си- 
стемы дофференщальныхь уравнений (32). 

Ветавляя въ уравнеше (39) выфето 4, Чу, 4 не р, 1, г, №0 
пропорщюнальных симъь послднимь выражешя по уравнешямъ (36), 
получаенъ уравневе : 


9 Чи, о д @- = 

ей реа [1 

(&- Е = + (.. Е 4у + аз 4) 4 у 
которое также оть искомой фувкщи ч/ дояжно обращаться въ тожде- 
ственное и которое поэтому можеть быть также разсматриваемо какъ 


уравнеше, опредфляющее невомую фунвцио у. Это уравневе въ слёд- 
стве тождества (38) можеть быть написано подъ тавимь видомъ; 


д Е-Вниа- Вик 


Изъ тождественнюхе уравненй (34) и (36) мы получаем тавже 
тождественныя уравненя: 


4 | ие пф гф фа фшщ 

4 2 48 18 № 4 ЗВ а @ 48 42) 
4 99 4 @ 4 ар и 
4 4 4 4 4% 


Легко видфть, что если въ уравнеше (41) подетавать соотвётетвенно 
выфсто чу тождественныя между собою выраженя, составляюлуя чаети 
предъидущихь уравненй (42), то нолучаемь зожуествевное уравнене 
(37), а потому можно принять у раввымь одному изъ выражен, со- 


+28 


ставляющихь части тождественнаго уравнешя (42), напр., первому изъ 
НИХЪ, и 


будеть интеграломь уравнешй (32); у есть произвольная постоянная 
величина. Предъадущее уравиене будеть, разумфетея, интеграломъ въ 
томъ только случа, если первая его часть не будеть праводиться ЕЪ 
какой-нибухе постоянной величин®. 

Еели р, 4, г, разсматриваеныя казъ функщи церемфаныхь 2, у, &, 
будуть удовлетворать уравнению: 


ф #1 4 
Ты Ти 


тотда уравнеше (40), опредфляющее у, могло-бы быть представлено 
подь видомъ 


&( ур) 44) 4") _ 
`® Ти ТЯ 


Легко видфть, 970 если въ это уравнеме подставить соотаётетвенно 
вифето ‘у’ тождественныя между собою выражен{я, составляюния части 
уравнешя (34), разно кажъ и тождественныя между собою выражен, 
составляющи части уразвневя (36), то при ‘первой подетановяв полу- 
чится тождественное уравнеше (37), & пра второй — тождественное 
уравнеше (38), & нотому можно принять за фунёцио ч/ какъ одно 
изъ выражен , составляющихь частя тождественнаго уравненая (34), 
такъ и одно ИЗЪ выражен! , составляющихъ части тождествепнаго 
уравновя (36); тавимъ образомъ получаются для дафференщальныхь 
уравненйй (32) два интеграла; 


м @ #1 4 %1 Ш 
8 ба 4 48 = а & 
р у 2 
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ий 
18 ‘и-у, суть проадволных ‘постоянныя ‘величины, Вводйныя инте- 
гращею. 
Еслибы 

4 4 

#_#—% 
то предложенный премъ получешя интеграловъ уравневй (32) ока- 
залея-бы неудачнымь. Уравненйя (36) показываютъ, что` въ семъ слу- 
ча будуть удовлетворены также уравнения: 


Ветавивши зъ тождественныя уравнены (33) вмфсто р, 4, г пропор- 
щональныя имъ величёны-4х, 4у,-@2'по уравнешямъ (32), мы полу- 
чимъ два уравненя : 


фе 
ми м шо 
Ц М ан па 
Ч р д.0, 


которыл могуть вамфнить уравненя (32), но въ этихъ уравневшяхь, 
пря упомянутыхь уеломяхь относительно р, 4, г, первыя части пред- 
ставляють полные дифференщалы, а потому интегрироваше снхъ урав- 
нен1й приводатся въ Бвадралурамъ. 


$ 15. `Изложепный премъ интеграрованя совокупяыхь дифферея- 
Щальныхь уравненй двяжешя свободной ‘матеральной точки весьма 
упрощёётся для того случан , когда движене мётеральной точки про- 
исходить въ плоскости, Принимая эту плоскость за‘плоекоеть кбор- 
динать 2у, мы выразимъ движене матер 
ями: 


Г 
==, Ч -ь (43) 


т. 


тдё Х в У суть проложены ускорительной силы, хЪйствующей на 
матеральную точку, а коордилаты 2, у, опредфляющя положене ма_ 
теральной точки для конца времени {, суть искомыя перемённыя. 
Полагая по прежнему 


42 
щ=Р, = % (44) 
мы предетавимь уравиена движешя (48) похь видомъ: 


+ =Х, *= У, {45) 
Такимъ образомь дважеше матеральной точки въ плоскости выра- 
зится четырьмя совокупными дифференщальными уразненями (44) и 
(45) первато. порядка, въ котордыхь. р. в. 4 воёдуть. ващь новыд исво- 
ных переифиныя велазины. Веди, 


гдф ф есть фуниця только координать 2 и у, то изъ уравнений (44) 
и (45) можно исключить. 4, и мы, получаиь 


ГЕ В 
рп № 
4 & 


(45) 


Еслибы мы инфли тра интеграла сихъ уравненй, то изъ нихъ опре» 
длили-бы три. переиённых» въ функщяхъ четвертой перемфнной, напр, 
2, а наконець опредфлили-бы и эту величину вавъ функцию времени 
{ по первому изъ уравненй (44), 

Для уравнены (46) мы имфемъ одяяъ интеграхь : 


тиф =яь +6, 
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уравнеше живыхь силь. ПоложимЪ, 110 мы имфемъ еще одинъ инте- 
траль 


Ка, у, р д=яа, 


р 

ны есть произвольная постоянийя величина.” Изъ сихь двух инте- 
тральныхь уравнешй мы можемь опредфлать ри д какъ функщи коор- 
динать х иу и произвольных‘ бостоянных®, введенных» фчтегращею;.- 
тогда интегрирован уравнен! (46) приводится только къ интегриро- 
зарую одного зифференшальнаго уразневя : 


= —. (47) 


Разсматривая въ уравнени живыхь силь риф вакъ найденный фувк- 
ди координать и произвольныхь постоянныхь, #8 сёго уравневя мы 
получимь тождественное уравнен! : 


4 й 
“ЕР щ=® 


Если въ @е уравнеше виФёто р и’ педставим® пропорщональныя ' 
инь величины 42 и 4, то полученное уравнеше 


9 4 

к. 42 -- де. 4у =0 

заифнит® собою уразнеше (47), которое подлежало интегрированйо. 
Первая часть прехъихущаго уравнешя въ разсматриваемомь случа 
всегда предетавляеть еббою полный дифференщаль, & потому это урав- 
неше низтегрируется помощёю квадралуръ. `В% самомь дёл, изъ пер- 
ваго изъ уравнешй {45) мы вмфемь: 


Фр 4 
ау ль, 
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а изъ уравнешя живыхь силь имфемъ: 


4 4 _4ф 
Е Ой 


й -.. @ф 
Иекючая же изъ сихъ уравненй п’ получаемъ : 
га 
& слЕдовательно 


$ 16. Ивложеняый въ $ 14 пмемъ интегрировавшя уравненй (32} 
приводить зообще толь КЪ одному интегралу, положимт : 


меду. 48) 


Изь этого уравнея можно опредфлать х какъ фуикцию координать 
х ну произвольныхь поетоянлыхь, введепвыхь инзсгращею, и ис- 
Еаючить 2 изъ фунЕщй р, 9, г. Тогда для интегрирован получаенъ 
только одно дифференщальное уравневе съ двумя перемннымй; 


или: 
$. 2 —р.ву=0. 


Основываясь *) па свойствахъ р, 4, г, вытекающихь изъ услоый отио- 
сительно силъь и выращенныхь тождествеиными уравненями (36), легко 
интегрировать это уравнене. Виссемь въ это уразнеше вмЗото риф 
пропорональныя имъ величины по урав. (36), тогда оно приметь 
ВИДЪ: 


4"  @р\ —_ 
(ии (и-щч=° 49) 


*) И. Д. Соколовъ, Динамика. 
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Разсматривая д какъ функцию координать хи у, нифемъ: 


4 [3 
=. + д.9 
ви; 
44, 4 
РН" {50) 


Еели разематризать въ выражен; 
р. 2 +9. 47.4 


х канъ фувещю оть 2 и у, то оно. приметь видъ: 
43 #4 
“де ( =) , 51 
тие ни) (51) 


Это выражене, въ разсматриваемомъ случа, удовлетворяеть условно 
пелнаго дифференщала : 


дно 


Въ свмомъ дл, такъ кавъ въ выражен, въ первой части сего- ураз- 
неншя стоящемъ, р, 9, г должно раасматривать канъ фунпкщи коорди- 
нать 2 пуи выбст6 съ тёмъ 2, которое въ свою очередь есть функ- 
Ця воординать 2 и у, то упоманутое выражеше припимаеть видъ: 
4 9) 44 и 4 ( 4р\ 44 
(" 42 -("- 42 4 Е 


или, въ сядотые уравневйй (36): 


Е 
у “Ро Тщ 


Но второй множитель равенъ нулю въ слёдстве уравненя (50), а 
потому услоше полнаго дифференщала для выраженя (51} удовле- 
творено. 


т 


Интеграль, слфдовательно, для выраженя (51) легко найти, и 
пусть эготь интеграль выражается фунвщею Р отъ координать 2, у 
и проязвольныхь постоянныхь, введенныхь интегращею; тогда имфемъ 
Тувдебтвённое уравнеше: 


[22 


4 
Дни) + (+++ ч)-=4Р. 
Дифференцируеиь обф части этого уравневш по у, которое вошло въ 
функц 2;, замф чая, что р, 9, г буть функции также д, & слЬдова- 


тельно и у, находимъ; 


ф 4 ® ое АЕ 
| м =‘ (52) 
Но тавь вавъ 
4 ф 4 
ве Ав, 
`отвудА: 
4 4 4 
=“ бд 4, 


10 ‘мзъ ‘уравненя (52) наХодимь : 


[2 (5-4) 95-5) 


Отсюда видимъ, что если первую чаеть уравяешя (49) помножать на 


42 . . 
р ‚ то она двлается полнымъ дифференыалонъ, и слловательно ‘это 
уравненше ножеть быть интегрируемо; притомъ видимъ, что искомымъ 
интеграломъ будеть уравнеше ; 


ТАЪ д есть новая произвольная побтоянная величина. 
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ГЛАВА 3. 


|. Поняте о такъ - называемыхь мгновенныхь силахь и объ ихь 
измьрени. Прямое соударене матергальныхь точенъ. 


$1. Мы нашаи, что при дЪйстьи силы № на свободную мале- 
Иальную точёу массы т, движущуюея по прямой линш, сила 


Р=т, 


Дь 


я .__: ГА @ 
гдф ускореше 7 ‚ если сила постоянная, и гдф у = я 


{ АНТ 
если сила. перемфнная. Такииъ образошь для постоянной силы имфемъ: 


т.Ар 
Р-р. 


(1) 
Отсюда видимъ, что постоянная сила изыфряется количествомь дешже- 
я т.о, воторое она сообщаегь матеральной точкф массы т, 
раздфденнымь на время Л, въ продолжен!е котораго сила дБйство- 
вала для сообщешя этого количества движешя. Чфмъ меныше будеть 
время, въ которое сила производить опредфленное конечное прираще- 
пе воличества движеня малоральной точки, тЬмъ больше будеть 
дЬйствующая на матеральную точку сила. Хотя нЪть такихь силъ, 
которыя ‘могли-бы сообтить матеральной точек конечное приращене 
количества движешя, ые употребивь на то извЪетнаго промежутка 
времели; но есть ташя силы (напр. взрывъ, ударъ),`  которыя 
могуть сообщить матеральной точЁ копечпое приращене коди- 
чества движеня въ столь короткое , непримттное время, что даже 
положеше малер1альной точки не измфнитея чувствательно ро время 
яхь дйствы. Тая сили навываюзть обыкновенно мановенными (Готее 
зпабаиао6е). О дЪйстыи такихь сить, продолжающемел пепримтное 
время, мы можемь судить только по измвненшю количества движеня 
матеральной точки, отвлекаясь -оть времени, въ которое произошло 
это изиънене; слЪдовательно и измфрять эти силы мы будемь изм- 
нендемъ количества движеня ‚ пронснедшамь вь продолжене времени 
дВйстыя мгновенной силы. Помножая об части уравнешя (1) на 


81 


воторое пусть означаеть продолжене времени дфйетыя мгнозенной 
силы № и которое будеть величиною весьма мадою (неирнытною), 
получаем: 


Р. М -== т. Да. 


Это уравнене показываеть, что изыбряя мгновенную еилу количе- 
сегвомъ движеня, которое она сообщаеть матеральной точкё во время 
своего дЪйстыя, мы измфряемь собственно импульс этой силы, т. е. 
произведеше игновенпой силы, преднолегаемой ресьма больлюю, и 
времени, преднодагасмаго весьма малымъ, пепримфтнымь, хотя ко- 
нечнымъ. 


Дая нереминой силы имфему: 
т, 48 == В. Е. 


Подразумввая подь Р мгновенную силу, нерем$наютщуюся въ весьма 
залый (непримфтный) промежуток времепи ея дфйетыя, который мы 
означимь чрезь г, яитегрируемь ипредъялущее уравнспе въ пред#- 
лахь (==0 и/==е; полагая, что ири начал дЪйстйя мгповенной 
силы скорость матеральной точки была », а неноередетвенно посл 
дЪйстыя мгновенной силы #, изъ иредъидущаго уразневя получаемъ: 


< 


ти — ть = |=. (2) 


о 


Въ семь уравнени, при дЪйст мгповевной спина. предбльная 
величана т Ссть весьма малал, непримётная величии ‚ сила же Е 
весьма большал величина; пр!обуфтенпое количество лвиженя (пи) 
будеть пыфть въ семь случаЪ конезпую величилу. подлежащую пзм$- 
реню. Измфрля дЪйстые силы Е пробрьтепиммь поличествомь дви- 
вевя, мы будем изубрять импульс» силы. соотвфтствующй времени 
ея дветРая. 


$2. Перейдемь теперь въ праложемямь уравнешя (2), выра- 
жоющаго дфйстые мгновенной силы, въ частнымь случаямъ, именно 
41 
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раземотрамъ самый простой случай — соударее двухъ матемальныхь 
точекъ. Какь матеральныя точви мы будемъ разематриваль сферичесые 
Фдиородные шары ковечныхь разыфровъ, движуйеся по прамывъ ли- 
ныиъ тавимъ образомь, что вс точки каждаго изъ шаровь описы- 
вають пути равные и сараллельные тому путй, который описываеть 
центръ шара, двигающся по прямой лин; скорости сферичесвихь 
шаровь пусть будуть равномфрвыми каль прежде, такъ и пеносред- 
ственно послЗ улара. Лишя взаимнаго лавлешя. проазводимаго при 
соударейи однимь шаромъ на другой, есть антуя, соеднняющая яхъ 
центры. Если направлешя скоростей соударяющихся паровъ соспа- 
ДАЮТЪ СЪ 9100 лав1сю, то ударъ называется прямымь; въ противномъ 
случа ударъ называется косвемныме. Разомотримь сперва случай пря- 
маго воудареня- 


Пуеть 0 выражаеть извёстное направлеше (см. таб. 2, черт. 9), по 
воторому оть точки 9, принятой за начало координат». отечитываемъ 
положительныя величины координать 5; пусть ти п’ суть маесы 
двухь шаровъ, разематриваемыхь кавь точки и расположениыхь та- 
камъ образомъ, что шарь т будеть ближе къ точкБ О нежели шаръ 
т’, если шары находятея ина положите. ыной сторон Боордянатъ 4; 
пусть скороств маровь соочвфтетвенно будуть у и т’. а ваправлешя 
сихъ скоростей совпадають съ зинею 0х. 

Вь момецтъ, когда шаръ 1 достигпегь шара ти’, вачинается с9- 
удареще, время продолжевя хотораго, какъ оно ви мало, можно раз- 
дВаить на дза перода. Въ первый перодь терь т производить дав- 
лен!е но направленю Ох на шару п’, который оказываеть сопротив- 
зен!е равное, но противуположное давлено ; около тозки соприкосно- 
вены шаровь происходить сжамане парозъ, которые оттого изнфняють 
свою форму; матеральныя частицы шаровъ, находивиияся между собою 
въ равновъем нодъ дёйстыемъ застичныхь соль, нолучають дрингене 
одна въ отпошеви другой до тёхъ поръ, пока двиден@е пе сообщатся 
вебыъ частицемь того ип другаго шора и оба мара, разсматриваемые 
какъ матемальныя точки , не ‘получать одинаковой скоростя, праземт, 
давлене одного пара ` на другой становится равпымь нулю. Означая 
общую свороеть шаровь нь конн® перваго нерда удара чрез ин 
импульс силы давленгя шара т на шарь т’ чрезь Р. мы получает, 
согласно уравненйю (2), для перваго перюда удара уравнения : 
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ти — т — р 


т’ пер |’ 


6} 


изу коижь первое относится къ шару т, а второе въ шару м’. Ис- 
влючая Р изъ сихь уравнеюй, получаемъ: 


то -- т’ 
и=- т. 


от 4) 
веклюзая же изъ НихЪ и, находамь : 
зат! 
Р= ——( 
три 6) 


Во второмь перюд® удара мелеральныя частицы шаровъ, выве- 
дениыя изъ возимнаго положешя равновфая, подъ дБйстыемъ частич- 
ныхь снаъ стрехятея снова придти въ положене взаямнаго равно- 
вет, въ садетые чего шары стрематея принять евою прежнюю 
форму. Свойство тб. въ сяфдетые когораго они стремятся принать 
свою прежнию ферму, пос/В того хакъ дъбстне внЪшяей силы, ее 
измЪфнившее, прекраталось. лазываетея. какъ извъетно, упруюстию. 
Шары. стремлеь иривять свою форму, ороизводять давлене другъ нА 
друга, я нипулие» взаимнаго давлен выразится измфненемъ води- 
чествь движешя шаровь. прюбрёттихь въ кониф мерваго перлода 
улауа общую скорость. Какъ великх будеть пмпульсь взаимнаго дав- 
лешя шаровт, при возсталовяеши яхъ первоначальной формы, мы 
опредфлить не можемь, не знан точно строещя тВаъ и молекулярныхь 
сил, ДЪйструющихь между застаиами и стремящихея придти въ равно- 
вЪ4е; мы можем тольБо сказать. это еслибы шары былв совершенно 
упругий, то импульс взанмнаго давленя во второй петодь быль-бы 
фавенъ импульеу взаямнаго давленя въ первый перюдь удара, идя 
велибы шары были совертенно неупруги, ть импульсь взавмнаго дав- 
лешн . 00сл6 напбольшаго свайя шаровь. продолжалъ-бы оставаться 
равиыиь зулю и шары двогались-бы съ общею скоростию. Тавямъ 
образомъ & ртом мы могли-бы судать только о двухъ предфльныхь 
сзучаяхъ — совершениой упругости и совершенной неупругоств; но 


8: 


опыть показываеть, что межху твердыми тблами вфть ни соверщенно 
упругих, ни совершенно неупругихъ. Между амтульсомь давленя 
во второй перохь удара и импульсомъ давленя въ первый перодъ 
существуеть извфотное отношеше, изуфнающееся въ предфлахь между 
Ов1, изь коихь первый предЪль относится къ тВламъ совершенно 
неупругимъ, & второй предёль иъ тВламъ совершевио упругимъ. От- 
ношене это, зависящее отъ свойства соударающихся тБаь, опредф- 
лнется изъ опыта. Означая упомянутое отношеве между импульсами 
чрезь е, озвачая пратомь зрезь м и и’ скорости шарорь т я м’ въ 
конц втораго перода ударе, получаем: 


(6) 


ты — ми = ЕР } 


вии —п’и = + еР 


Ветавляя въ @и уравнев1я найденныя величины для в и Р изъ 
уравнений (4) и (5), получаемъ : 


ли + т” вт’ 


— ть т -{- "' 


8 +” + ет @ 
юж в т’ 


(@—и) 


(7) 


Въ выведонныхь нами уравневяхь, согласно замфчанио, выска- 
занпому въ $ 1-мь тлавы 2-Й. ПодЪ №, 2, 9', м, ш’ мы должны под- 
разумфваль пе собственно скорости, но вхъ проложеня на извфетное 
направлене Оз, а потому эти ироложешн могуть быть положитель- 
ными и отрицательныме , смотря по тому, будетъ-ли направлене сво- 
рости совпадать съ лаправлемемь оси 0х илн будегь ирямо-нротаву- 
положно ему. 


$8. Обратимь внимане на ибкоторые частные случаи соударе- 
я шаровь, объясняемые предъихущими формулами. 


Пусть, вапр., шарь м передь ударомь инфль движете но на- 
правленно Оз, а наръ м’ — по направлено противуцоложному; тогда 
3! будеть величина отрицательная; есля при этомъ числовыя величины 


воличествь движешя шаровь перёль ударомъ будуть раввы между 
собою : 


то зе — тии, (8) 


то изъ уравненя (4) видамъ, что скорость и ==0. Еслибы шары 
были совершенно иеуируги, то посаб удара остелись - бы неподвиж- 
ными ; еслибы тары были совершенао упруги, 10 е=1 и уравневя 
(7) дази-бы: 


ш= = (и) 
=’ + яр „)). 


Исключая изъ перваго изъ сихъ уравневЙ +’, в изъ втораго ® 
помощю уравиевя (8), получаемъ : 


ие ии, 
Отсюда видамь, что шары поел соудареня имфли-бы т же 
скорости вакъ и до соудереня, но только въ направлешяхь пряно- 


противуположныхъ. 


Еслабы, ивпр., масса т’ шара была-бы тавъ велика, что массою 
т можно было-бы пренебрегать предъ массою т’, то изъ уравнешй 
(4) и (7) получали-бы : 


ии = ', ии ее"). 


Еслибы вачальная скорость у’ шара, имфющаго очень больлую массу 
т’, была-бы равна нулю, то и = — ©; дла тёлъ совершенно неунру- 
гихъ въ разсматриваемомъ случаВ м =0, для тёль совершенно узру- 
ТИХЪ # =— 8, 


Уравнешя (7) для тфлъ совершеняо упругахъ, дая которыхь 
еа= 1, дают; 
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2’ 
пы 9) 
зи -+- 2т (#— =}; 

{т ) 


если при этомъ сталеитаюцеся шары имфють одипаковую массу: 
т— т’, ТО ФЕ, и’ о; отеюда виднмъ, что еели сталкиваются 
два тара одинавовой массы и нритомъ совершенно упруме, то каж- 
дый изъ сталнивиощихен ‘паровь поезь соударевя будеть двигаться 
60 скоростню, которую имфль другой шарь до соудареня. Если по- 
этому до удара один шаръ быль въ ноно$ ‚то другой нерь , его 
зларяюций, посл удара останется в, покоф, а ударлемый шаръ посл 
удара получить скорость, которую имфлъ шарь удараюций. Отсюда 
сяфдуеть: если находатся рядь упругихь шаровь одинаковой массы, 
расположенных» пе прямой занш, и если перлый март выветъ по 
направленно этой лини известную скорость. то ударяя бляжайший 
Еъ вему второй шаръ, окъ передаеть сему послфднему свою скорость, 
а самъ посл удара останется въ поков; подобнымт, образомъ второй 
шаръ передаеть свою скорость третьему, трет — четвертому и т. д; 
наконец, весь шары послё постепеннаго соудареня останутся въ по- 
50$ пеключая посафдняго шара: этоть шаръ получить скорость, рав- 
ную скорости, сь которою двигалея ипорвый март. Такъ кавъ этот 
выводь не зависить оть разстоянй лежду шарами, то явлеше будетъ 
происходить точно также, когда ары еопривасаются другь съ ару- 
гомъ и только первому шару ряда сообщается извфстная скорость въ 
иавравлени лиши, во которой расположень рядъ шаровъ: когда 
первый шаръ ударатся о ближайний къ нему второй шаръ, то первый 
паръ потеряеть свою скорость; вс промежуточные шары останутся 
также въ поков, а посл6дый шаръ ряде получитт, скорость, еъ вото- 
рею двазелен первый маръ. При ивложени физнки обыкновенно про- 
ивводятъ приблизительно ЭТОРЪ ОПЫТЬ помоню прибора, называемаго 
машиною Гревезенда, надъ шарами нзъ слоновой коети. 


Помошию формуль, выведенныхь въ предъидущемт парзграфЪ, 
ножно р®шить много задачъ относительно соудареня шаровт. Позо- 
жинъ, напр., мы имфемь три шара ›’. м’. т”, расположенвыхь въ 
рядъ ло прямой лин; требуетея опредфлить массу вторато (ередияго) 
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ира т” цодь услошемь, чеобы скорость третьяго шара, находавиа- 
гося до соударешя въ нок, была наиболищею, сели мы первому 
шару сообщимъ извфетную скорость #; второй шаръ до соударены 
предполагается находящимся также вь покоф. Озназая чрезь и’ и ш" 
скорости шаровь и’ и т" новлё соудареня, изъ втораго изъ урав- 
ненйй (7) пифемъ постепенно : 


роб „_ Одни». 
< м (п-т) 


Требуемое услоше шахипим для №" выразится уравненемт : 


Чи" _ (1 ет нии! — 107) 
фт’ (т би т 


=0, 
мая : 


тт" — в”. 


Отсюда зидимь, что масса среднаго шара т’ доижна быть среднею 
пропорщевальною величиною между массами таровь врайнихь дя 
того, чтобы скорость получаемая пося$дним» шаромъ была наибольшею. 


$4. Изь уравнений (3), по исключен Р, ваходимъ: 
те + ти == (т - и, 
а изь уравяенй (6): 


(п аи) = то | т’. 


Это повазынаеть. что холичество двшженая сталкивающихся шаровъ 
не изибалется оть соударени, какова-бы ни была величина е. 


Если ие обратиися къ еравнеяйю живой силы обоихъ шаровь 


до ухара: 


ту" + ти 
2 
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сь живою икь силою иослВ удара: 


ти? - ти" 
2 


то изъ уравненй (7) получаем: ` 


за" - зи" пи | ЫОИ __ те) (© 
2 2 т’ 2 


Еслабы было е=1, т.е. еелабы сталкивающеся шары были совер- 
шенно упруги, то живая сила до удара, вакъ похазываеть предъиду- 
щее уравнене, и живая сила посл удара были-бы равны между собою; 
зъ противномь случа происходить извфетная иотерл живой силы. 
Ееслибы тфла были совершенно неупруги, то е==0 и потеря живой 
сялы выражалась-бы уравненемь: 


тия -|- тии? _ @+ т’)? ЕО , (—) 
р] 2 ии’ 2 


, 


ибо вь семь случа ии’ ==и. Эту потерю можно выразить в$- 
сколько иначе. Изь уравневй (3), помяожавий ихъ предварительно 
на и, которое выражаеть общую скорость неупругихь шаровъ посл 
ихъ столвновеня, волучвемъ: 


(та ме ш; (9) 
но такь вАБЪ: 


_ @— 


р-ры" (— 
ие 


то изъ (9) уравнешя получаемь: 


ай -- т тети 
=—- 


т. е. нотеря живой силы сталкивающихся шаров соверщенно веупру- 
тихъ равняется живой сил щаровъ, соотвфтетвующей разностамъ ихь 
скоростей до и поел удара. 
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1. Косвенное соударене матеральныхь точенъ, 


$5. Перейдемь теперь къ случаю косвеннаго соудареня сфе- 
ряческихь шаровъ, разсматриваемыхь какъ матеральныя точки; НО 
прежде всего мы должты едфлать замфчате, которое пе имВло мфста 
при пряхомъ соударещи. Ири косвенномь соударени шаровъ мы бу- 
демъ предполагать, что взаимное ‚ДЪйстые одного шара на другой 
проиеходять тольво по лини, соединяющей цеятры стальивающихся 
шаровъ при наибольтемъ ихь сжайи, и это оба шара совершенно 
лладки; въ иротавномь случаЪ мы должны были-бы привять въ раз- 
счеть реше, ироязляющееея ири движени одного шара въ отнеме- 
в другато. 

Вь моменть, когда одинь шарь ибснетоя друвАго, начинается 
соударевю, время продолжения которато, кавъ оно ни мало, можно 
равдфлить по-прежнему из два перода. Въ первый перюдь одинъ 
щерь давить ва другой по направлешю лини, соединяющей центры 
шаровъ; второй шаръ оказываеть сопротивлеше равное, но прямо 
иротивуположное давлению; оть взанинаго давлея шаровъ ироисхо- 
дить ихь сжимане около точки взаимнаго ихъ соприкосновеня; въ 
момеять наибольшато сжатя шары перестають давить друг на друга, 
получая общую скороств по направлейю лини, соединяющей центры 
маровъ. Когда шары были-бы неупруги, то ‹оудареве этимъ и вон- 
чилось-бы; но тавъ вавъ нЪть твердыхъ тёль совершенно неупругихт, 
10 съ момента навбольшаго сжамя пначилаетен второй перодъ ур 
шары, стремясь въ слБдстые своей упругости принять свою перво- 
начальную форму, измёненную свалемъ, проязводять давлеше другъ 
на друга по лини соединяющей ахъ центры; давлене это выразится 
въ изыбнеши скоростей паровь. Такь вакь нЪть твордыхь ТФяЬ 
виоянз упругихь, то импульсь вадимнаго давлевя таровь во второй 
перюдъ, вавь уже замфчено выше, всегда меньше импульса взаимнаго 
давлешя въ первый неродь соударашя”, & потому отношеше импульса 
во второй перодъ къ вмиульсу въ первый перодь тсегда меньше 
еданяцы, ивмбняясь эъ предфлахь отъ 0 до 1. Это отнбшен в: озНа- 
чимь по прежнему чрезъ е. - 

Пусть массы сферическихь паров, разсматриваемыкъ кавъ ма- 
летальных точки, будуть т и п’, а скорости шаровъ до удара’ пусть 

13 


% 


соотьфтетвенно будуть р и %'; нуеть скорости шаревъ во времн наи- 
болыпаго ихъ сжайя (въ вонцё нерваго нерода} соотвВтетвенно бу- 
дуть и ии’, а по окончанш удара м и м”. Предполагая, что ось коор- 
динать < взята въ направлен лин, проходящей чрезь цептры обо- 
ихЪ сталкивающихся шаровъ, имеяно въ направления отъ центра шара 
т въ центру шара т’ и что положенйе этой лин не измфпяется въ 
пепримЪтное время продолжены удара. примфниму къ случаю соуда- 
решя шаровъ уравненш (22) тлавы 1-й, въ которых, подь Р будемь 
подразум вать мгновенную силу гзаимпаго дав. чевя лировъ ио дин, 
соединяющей центры шаровъ. С уравненя, по пичегрировава въ 


предфлахт, соотяВтетрующихь иервому нер1оду удара, дають для пара т; 


ти соз (и, 2) — ть 603 (в, 2) —=— Р, 
и 60$ (и, У) = 603 (ь, у), и с0 (и, <} = 9 60$ (и, 


5 | > (10) 


и для шара п: 


зи" соз (и, 2) — то! виз (5', ®) == НВ, 
и! 608 (и’, у) =” е08 (И, у), и’ 008 (и’, 2) =5 +" с0з (и, 3) } 


[и 


уравненя, въ которых подь Р подразумфвается импульсъ, выражае- 
мый иктеграломъ; | .@, взятымь въ предфлахь перваго перюха 


удара, и въ которыхь притомъ : 
4 сов (в, ©) = в’ 00$ (', 2), 


ибо въ кониВ перваго иергода удара матемальтяя точки по направ- 
левю оси вкоорданать 2 вифють общую скорость. 


Для втораго перюда удара упомянутыя уравнешя (22), по инте- 
грированзи въ предфяахь продолжевёя этого перода, принимають видь 
лия. шара массы т: 
ти сз (и, 2) — ти 008 (в, =) =— еР аз) 
м 60$ (ш, у) == и 608 (м, у) № 603 (№, 2) == 4 00$ (и, 2) } 
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и для шара массы т’: 


иРш" сз (и', 2) — п/ш’ соз (и, 2) = еР 
== и’ 608 (и’ д) 


} (3) 


ш! 605 (и', у) = и! 608 (и',-у), №’ 008 (и’, & 
Исключая Р шл. герваго изъ уравненй (10) и изъ перваго изъ урав- 
нешй (11), получаемъ скороеть шаровъ по направленю оси координать 


# въ кониБ перваго перода удара: 


ту соз (5, 2) + т’! е0з (', =) 


в 605 (и, г. и’ воз (и, . (14 
2) (м, 2) Е (4) 
Исключая изу тЬхь же уразненй в 0$ (м, 2), находимъ: 
пи’ РИ , 
= рр в сов (#, 2) — +! воз (&'&)|. (16) 


Прин помощи же уравнешй (14) и (15} изь перваго изъ уравнсшй (12) 
й изъ перваго изъ уравиешй (13} паходимъ : 


ту сз (9, <) - тн воз (+', =) 
| < мт (16) 
|» п0$ (6, $) — № 008 (#, 2) | 


№ е0$ (6. 2) = 


ет! 


п-т 


р сов (2, 2) ++ т' 03 (5", #) 
у 
т + т . ат 


+ в [ 9 гов (6, 2) — %' 008 (#7, ] 


4" 20$ (ш', 2} = 


$6. Призожимт найденных уравнешя, опредфляющ проложе- 
вн скоростей, & слбдовательно в самых скорости, которыя полузаютъ 
сталкивающеся шары поел соударемя, въ нфкоторымъ частныме 
случаям и пря этом» ограничимся тояько тёми случаями, вотДа дивя 
взанмнаго давлешя тарювт. принятая за ось координать 2, а наарав- 
леня скоростей паровъ, находаятея въ одной илоскоети; принаман эту 
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плоскость за плоскость коордивать =, у, въ формулахь иредъидущаго 
параграфа мы должны будемъ принять 


№ в08 (№, 2} == № 603 (и, 2) == 0 603 (©, 2) = 0 


"08 (и", 2) == и’ 608 (и’, <) =" с03(5’,2) = 0. 


Положимъ, напр., что шаръ т’ имфеть такую большую величину, что 
массою т другахо шара можно грёнебрегать предъ п"; тогда уравне- 
вя (12) и (16), (13} и (17) дають: 


280 (,2)==0810(0,2), шсоз(ар весов (и! в) —е[осоз(ь,2)—5'с03(5’,2)| (18) 


шт 5 (ш', 2) == 2! п (9', @), и" 603 (и’, 2) = 0 60$ (', 2), 


Отеюда видимъ, что движене шара, ниБющатго весьма большую массу 
т’, `не изыяяется отъ удара; что же касаетея до шара #, то для 
него изъ уравневй (18) имфемь: 


# 310 (2, 2) 
4%, ) %? соз (#', 2) —6[® сов (в, 2) 87 со (%', #)| 
оз (2, 2) 
в (ш, @). 


Эти формулы, очевидно, могуть быть отнесены и къ случаю, когда 
шаръ т ударяется о плоскость, которая въ своем перемущени 
остается пермендикулярною къ оси координать 4: плоскость замфнитъ 
птаръ весьма. больлой массы ти’, а порпендикулярь. опушепный изъ 
центра ударяющегося шара на плоскость, совпадал съ осью коорли- 
дать 2, замфивть собою лин центровт. 

Положимъ теперь, что шаръ большой массы или плоскость, пер- 
пендикулярпая въ оби координать ®, не движется по направлению 
этой оси: 


7 воз (#', 2) == 0, 


тогда изъ предъидущихь уравыен!й получаем: 
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_ В 6, 2} 
в . (19) 


и = [2 0033 (5, 2} {+ 50? (, а 


в (г, =) = 


Первое изъ уравненй (19) показываеть (см. таб. 2, черт. 10), что 
если уголь (©, 2) острый, то угочь (ш, 2) тупой ип обратно. Пусть 
> озналаеть направлене прямо-противуположное тому, хоторое нифегь 
скорость матеральяой точки м до удара; угол, составлениый направ- 
ленемт ® съ перпендикуляромь х къ илосвости. проведеннымь въ 
сторону движешя узарающагося шара. вазываегся умомз иаденя , 
& уголь составляемый направлеемь скорости ш съ тёмъ же периен- 
дикузяромх х — умомь омраженя; первое изъ уравненй (19} пока- 
зываеть, что уголь отражешя по числовой величин» всегда’ больше 
угла падени, ибо е зредставляеть собою положительную величину, 
мельшую единицы. Еслибы ударающися шаръь быль совершенно 
упругимъ, то в ==] и уголь подещя равенъ былъ-бы углу отражения; 
скорости о к и были-бы въ семъ случа® равпы между собою. Ееслибы 
соудараюнуяся тёла были соверненно неунруги, то е =0 и уравнемя 
(19) показываютъ, что направлее скорости и будеть перпендивулярно 
къ оси 2: ударивиййен шаръ, разсматриваемый казъ матеральная 
точка, потеряеть свою скороеть по направлено оси х и еохранитт 
только свою скорость по направленю перпендекулярному въ этой оси. 

Пояснимь праложеше первой изъ формуль (19) ифекольвими 
примфрами. | 

Положимъ, требуется найти (см. таб. 2 черт. 11) направлене, 
по которому должна быть сообщена скорость шару в упругости е, 
яаходящемуся въ тозкф А, чтобы онъ, отравившись отъ неподвижной 
плоскости, которой пересфчене съ плоскостью движеня шара есть 


Ср, прошель чрезъ данную точку В. Очевидно, что если изъ точки А 
опустить пероендакуляръ АА на лано С, оть точки 4’ отложить на 
продолжении этого нерпендакуляра #0 в, иотомъ точку (0 соеди- 
нить съ точкою В линею 08, воторая съ лиею ср нересфчется въ 
точь Р, то аищи АР опредбаить то направлене, но которому должна 
быть сообщена скорость шару, нбо въ такомъ случа 

4 (422) == е в (ВР%), 


тдВ = есть перпендикуларь въ лини С, 
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Положимъ, требуется найти направаеше скорости шара т, на- 
ходащагося (см. таб. 2 черт. 12) въ точ 4, чтобы онъ, отразившись 
постепенно отъ Двухь илоскостей, воторыя пересфваются сь плоскостИо 


движения шара по лимямь СИ и ВЁ, прошелъ-бы чрезь данную точку 
В. Для сего изъ точки Я опуетимь из линво СД перпендакулярь 44’, 
на продолжен и вотораго оть точки 4’ отлагаемъ лизно АА — 6.44; 


опустамь также изъ точки В периендикулярь 81’, отлагаемь на про- 


; т 98’ 
должеши сего периендикуляра оть точки 8’ лищею #0 = = Со- 


едннивши точки 4” и 8", мы опредфлымь точки Ри 0, и ваправас- 
не зинш ДР будеть тБмь направлешемь, 10 которому должна быть 
«ообщена скорость шару т; ибо 


15 (422) =ещ (#60), (РО) == е1% (208), 
тд хи #' озпачають пернепдакуляры въ дищямь СВ и ОЕ. 


Опредёлимь ло какому нанравленю должно сообщить движене 
шару т унругости е, находящемуся (см. таб. 2, черт. 13) в точкЪ А 
окружности АВС, которой центрь находитея вк 0, чтобы шарь, отра- 
зившиеь два раза оть окружности, енова пришель вь точку А. Пусть 
АВ, ВС и СА суть послВдовательныя направдешя движевя шара; 
дусть углы 


ОВА = 04В —=0, 086 =0СВ=ч, ОбА= 046 = фу. 


Сотласно предъилущимь формулам, имфемъ: 


во р 1 
по. вф- =. 86 (20) 
Но такъ вавъ 
бу = 907, 
то 
1—вувф 


6 9 == вов (у + 9) = тори е' 


95 
или, вь слбдетые уравиешй (20) 


г — 1029 


Зе 


Отсюда ваконедь имфемъ: 


во = (ЕЕ). 


Знал @, по уравиешям» (20) опредфлимъ углы у иф, а слова. 
тельно опредфлимь направаеня лан!й АВ, ВС и 54. 


8 7. Приведень еще яЪеколько приложенй формуль (12), (13), 
{16) и (17). ограничивалеь вирочемъ, для иростоты, случаями, когда 
направления движения сталвьявающихея шаровь и линя, но которой 
происходить соудареще, находится въ одной плоскости, воторую и 
припимаемт за плоскость воординать 2у. 

Положимт предь ударомт, совершающимея по направленю оси 
координать 2, шаръ м’ двигалея по направленно оси координать у, 
Е штаръ № по направлен! оси координатъ $; тогда; 


® с08 (и, 2) =, 0603 (0, у) =0. 


%' с05(5',2) ==0, в’ воз’, у) ==. 


Уравнешя (12) и (16), (13) и (17) въ сихь прехположешяхь даютъ: 


ле __ т— ет’, 

1 20$ (1, у) == #1 (, 2) = 0, 1 со (ш, вуое ори юр 
21-е) 

Ш мя Же , = . 

ви сов (7, у) и" яп (м’,2) = 2’, вю’ сов (и’, 2) = ат 9; 


откуда 
ти 


18 (м, 2) = 0-8) у 
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Изь предьидущихь уравнешй видимь. что скороеть шара ль ноел 
удара умепыиается; она можеть сдфаатьси равною нулю и отрацатезь- 
пою, смотря по тому, будеть-ли (в-ем’) положительною, равною 
ную или отрицелельною величиною; шаръ т’, сохравиеь свою ско- 
рость по направлению оси координатъь у, прюбрфтеть еще скорость 
по оси координат 2, и такимъ образохъ отклонитея оть прежняго 
своего направлешя о оси коордниать у, двигаясь съ увеличенною 
скоростю. 

Положимъ, что шаръ я’ до удара находится ве ноков и объ 
него ударяется шаръ т со скороетно #; тогда въ уравневяхь (12) 
в (16}. (13) и (17} холжио поаожить ®’==0, и мы ичфень: 


шп (№, 2) == и 3 (, 2), № аз (и, 2) = 


и" чи (9, 2) %" с03 (Ш, &) == и == 


Первых два изъ сихъ уравнешй дают»: 


т--т’ 


{п— ет’) 


в (м, 2) = № (0, 2). (21) 


Ирнложимъь эту формулу къ рёшенио такого вопроса: центры трехъ 
совершенно упругих шаровь, которыхь масем соотвфтственно суть 
т, п’, т", находятся (см. таб. 2, черт. 14) въ тозкахъ 4, Ви С; 
углы треугольника АВС, которые мы озназимъ соотвётетвенно зрезъ 
е, В, е, даны; требуется найти соотношете между маесами. иаровт, 
подъ усломемь, чтобы шаръ масеы и, находящся въ А, если ему 
сообщить известную скорость, ударившись послёдовательно о шары 
п’ и т", находивийеся до удара въ похоф въ точкахъь Ви С, снова 
притель въ точку А, прежнее свое положеше. Пра рёшещи этого 
вонроса мы будемь предполагать, 179 размфры шаровъ весьма малы 
яь сравнени съ сторонами зреугольника АВС п что лини взанмнаго 
соудареня шаровъ соотвфтетвенно пернендикулярны къ противутолож- 
нымъ сторонамь треугольника. Означая чрезъ х направлене лан 
соударейя шаровь т и т’ и чрезь 2’ направлене лави соудареня 
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г 


шаровъ ш и 2”; означая притомъ чрезь и направлене скорости шара 
ш посл удара его сь шаромъ массы ш”, изъ уравненя (21), въ во- 
торомъ е = 1, постепенно получаемъ : 


т щи) в (2) 8 [(и, 2) -(@, =] 
т (1,2) — 8 (0,2) ви [(и, 2) — ©, 2] 


ти _ бт бы 27) - (0.1 


т зи [(ы, 2’) — (и, 2’). 


Тавъ какъ по предположению приблизительно: 


(9,2) (и, 2) =Ь (м, г) = 909-, (д) ==90—в 


(ш, =’) (иг) =, (и, = 909—, (и, 2) = 900— а, 
10; 
т _ тб т _ о 
т ча (а— 0)’ ви чи (в) _ 


$ 8. Уравнешя (10) в (11), (12) и (13), но исключеши Р, ири- 
водять къ уравненямъ ; 


вии соз (и, ©} - т!" ©03 (и, = (т -- т’ сов (и, =) 


== т 608 (6,2) -- 2%" воз (%', 2) 


ти 03 (ш, у) - т’ш" соз (и, у) = ти соз (и, у) {- т 0$ (и’, у) 
== 8 с08 (в, у) - т’? с03 (#’, у) 


ти с0з (ш, 2) + т’ш? соз (ш', =} = т 008 (и, 5) |= т’и? ©03 (и, 2). 


= т 603 (в, 3) {+ т\/ 003 (©, <). 


Отсюда видим», что количества движетя сталкивающихея шаровф по 
зефиь тренъ осамь координать пе изифнлють своей величипы, какова 
бы ни быза упругость наровъ. 
Что же касается живой силы обоихъ сталкивающихся таровъ до 
в поел удара, то изъ уравнепй (16) а (17) находимъ: 
13 


58 
мо? 08 * (0, 2) - п/ш” ‹03? (м, 2) 
2 


пий 6051 (5,2) + т" соз? (=) ат (1—7) [юсоз(и 2) в’соз(и/,д) 
2 С адий ^ 2 у 


Обративъ же ввяман!е на уравневя (10), (11}, (12} и (13), взъ пред- 
адущего ураввешя получаемъ: 


ти? ти" — тар -- ти 


2 2 
ти (1—2?) [00% (2, 2) — и’ сов (5', 2) 
тия ^ 5 . 


Это уравнеше показываеть, что при столкновешм шаровъ происходить 
извфотная нотеря живой силы. Еслибы шары были совершенно упругы, 
16 е==1 и потеря живой силы при ударф становится равною нуяю; 
для совершенно неупругихь т8ль е==0 и потеря живой силы будеть 


равна : 
тт’ [и сов (ь, @) 2 с0$ (и, гр 


пт’ р 
Эту потерю можно выразить изскольво иначе. Именно, изъ уравневй 
{210} и (11) ныбемъ: 


(пт’)и? сои, 2) == [то вов(о, 2)’ воз(е',ж)]неов(и, 2). (22} 


Но такъ кавъ: 
# с03 (0, 2).щ с0з (ц, #) 


Щ__ #1 с03(м, 2) -- ыы 603, &) _ [2 003 (7, 2) — и 60 (м, д) 
= ии 2 —? 


$! 03 (5, 2).и 08 (и, 2) 


И Сов (и, 2) 4-07 с09* (и, #2) [№7 60%(%', 2) — и сов (и, 2) 
2 - 5 
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то изъ уравнешя (22) получаомъ : 


а три? 2 1 . 
Е + ыы ты + ти 5 т[2 со (©, 2} — м сов (и, <) 


4" с03 (+, 2) — и с0$ (и, 2). 


Это уравневе показываетъ, что при столкновенм неупругихь мате- 
Пальныхь точекъ потеря живой силы будетъ равна живой ихъ силВ, 
соотвётствующей разпостямъь скоростей матеральныхт точевъь до и 
послф удара по направленно зни ихъ столкновенйя, 


НИ. Сопротивлеще среды движенно, 


$9. Когда тбл движется ие въ пустомъ простраиств® , но въ 
какой-либо средв, напр., въ воздух , въ вод®, то оно претерпфваеть 
отъ этой среды ифкоторое сопротивлене своему движению; опредфлеше 
величины этого сопротивлешя легко сдфлать на основаши вышепредло- 
женныхь формулъ. 

Пусть движущееся у$л0 массы ш предотавляеть сопротивленю 
ереды плоскость, въ которой направлене движеня тфла перпенди- 
кулярно и которой величина пусть будеть ю. Легко видфть, что и 
сопротивлев!е среды будетъ нерпендивулярно ЕЪ этой плоскости. Т%ло 
двигалсь сообщаеть движене извьстной массф среды, находавшейся 
дотол8 въ новоф, и ивлеве можно приблизительно сравнить съ тфыъ 
случаемъ, когда одно тфло ударившись о другое неупругое тю ©9- 
общаеть ему извФстную скорость. Къ разематриваемому случаю можно 
приложить {формулу (5), которая выражаеть импульеъ давленй между 
двумя прямо еталкивающимися массами и въ которой подъ м’ будемъ 
подразум8вать массу среды, приводимой вт, движеше. Такъ вакъ среда 
предполагается ненодвижною, то =—0, и формула (5) приаймаеть 
ВИДЪ : 


тип’ р 
— п, 


Р (23) 


# 
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гдф Р есть импульсь взаимнаго давлевя, въ разематриввемовъ слуза$ 
зыражаюний импульс сопротивлешя, а т сеть сворость движущагося 
т%ла ш въ ковцв времени /. Разематривая явлеше въ безконечно- 
малый промежутокь времени ‘и означал чрезъ Е величину давленя 
между соударлющимися тёлами (сопротивлене среды), получаем дзя 
импульса сопротивленя р величину 


В. 4. 


Объемь массы т’ среды, приводимой въ движеше въ безконечно- 
малый промежутовъ времени 4/, будегь выражаться объемонъ празмы, 
которой основаше есть «, а высота 2. ; означаи чрезь о плотноеть 
среды, получаемь для массы’, приводныой въ дважене въ безко- 
нечно-малый промежутокъ времени 4, выражене 


фо. @. 


Предиолагая, 9то масса т’ весьма маза въ еравнени св массою дви- 
жущагося тла т, такъ что ею можно пренебрегать передъ а, и ветав- 
ляз въ уравнеше (23) выъсто Ри т’ пайденвыя для нихъ величины, 
получаем: 


В.Е = фе 5, 
откуда находим, что сопрозивлеще среды 
В -= дей. 


Отсюда видимъ, что сопротивлеше среды прямо пропорщенально 
плотности ереды ©, площади © дважущагося тёла и квадрату его 
скорости. 


Когда плоскость движущагося тЪла т, представляющаяея сопро- 
тивлешю, не будеть уериендивуляриа въ дважению тфла; тогда будетъ 
происходить случай косвепнаго соударешя, и мы должны булемь для 
опредфлешщя взаимнаго давлешя, которое будеть пронсходить но лини, 
перпендикулярной къ плоскости , обратиться въ формулВ (15), въ ко- 
торой < будеть изображать ланию перпендикулярную въ плоскости 
‚ движущегося тфла, котораго масса т,.а спорость въ копцз времени # 
веть т; т’ и =’ относятся къ бпротивляющейся средЪ, находившейся 


фот 


до’ еоударенйя ‘въ поко\№, ‘а; сядовательно имфиней скорость“ %’ =0, 
'Перлендикулярь 2 къ плоскости тВла предполагается проведеннымъ 
въ томъ направлен ‚› воторое составляеть съ направлен емъ: скорости 
э тВла уголь острый. Уравнеше (15) прияниветь для разсматривае- 
‘маго случая Видъ: 


‚ 
= пери” 603-(%, 5). (24) 


Разематривая явлеше для безконечио - малаго промежутка временя 
и означая чрезь Е взаимное давлеме между сталкивающанися мас- 
сами, для импульса Р получаемъ выражене 


`В. 41. 


—`Объемъ массы, приводимой въ движене, ‘будетъь представлять собою 
объемъ косой призмы, ‘которой основаве есть величина площади © 
тВаа, представляющейся сопротивленго, а высота и соз (©, 2).4, а по- 
тому масса т’ будетъ 


ов с06 (3, 2.41, 
их о попрежнему озназаеть плотноеть среды. 


Предполагая, что масса т’ весьма мала въ сравнения съ массою 
т и вставляя въ уразнене (24) выфсто Ри п’ найденныя для нихъ 
величины, подучаемъ: 


8.41 — ры" 05? (5, #).4, 
Откуда: 
В == фы сз (ъ, =). 


Понножая обЪ частя этого уравпешя ча соз (%, 2), полузаемъ велячяну 
сонротивленя ио направлению движешя “ла: 


Деок (0, 2) == ов 608° (5,2). (25) 


$ 10. Пояснимъ выведенныя формулы, выражаюнщия соиротивле- 
И\вте среды, ифоколькима приложениями кь застиымъ сзучаяыъ. 


103 


Изь формулы (25) вндииъ, напримёрь, что сопротивлеше руля 
движению въ вод проиорщонально кубу косинуеа угла, составтяемаго 
периепдикудяромъ въ плосвоста руля, проведеннымь въ сторону дви- 
женя, съ направлешемъ движен!я. 

Положимъ, наприм., что ирамая трехеторояняя призма, которой 
основашемъ служить (см. табд. 2, черт. 15) треугольникь АВС, имфю- 
И стороны АВ и ВС равными, движется впередъ своимъ продоль- 
нымъ ребромь, соотвфтствующимь тозв® В треугольника , тавъ зто 
движене призмы совершается но направлено перпендикулярному къ 
продольному ребру призмы и выбств съ тфмъ перпендякулярному 
&Ъ сторов$ АС треугольника. Разсматривая АС кавъ основаше гре- 
угольника и точву В кавъ его вершину, положемъ, что высота тре- 
угольнава, выражаемая перпепдивулнромъ ВР, равняется 5, а уголь В 
при его вершинЪ равняется 2; пусть й есть высота призмы , счи- 
таемая по ея продольному ребру. Въ тавомъ случаВ воз (у, 2) фор- 


24 


. — Ь 
музы (25) будеть == 0 о, а площадь © = 24.48 =; сопротив- 


лене призмВ, двигоющейся своимъ ребромъ В, будеть елфдовательно 
равно 
ЗоВЫл 18; < в? а, 


Котда сопротивленю среды подвергается т№ло, ограниченное 
кривою поверхностю, тогда ветавияя в» выражен (25) вито 
элементь поверхности @5, а направлее х замфняя направленемъ 
вормаля къ поверхности , соотвфтетвующимь этому элементу, нахо- 
димъ, что сопротивлеве движенНо элемента поверхности будетъ равно 


ф'" сз (М, %).45. (26) 


Ивтегрируя это выражеше въ предёлахь, соотвтствующихь данному 
случаю, получаемь сопротивлеве среды движение 1$ла, отраниченнаго 
вривою поверхвост!ю. 

Пусть (см. таб. 2, черт. 16) плоская кривая лишая АОВ распо- 
ложена спмуетрачески отпосительно диши 0, которую и примемъ за 
ось координать 2; за начало же координать примемь вершину О 
привой; пусть уравневе кривой будеть дано: 


9 = 2). (27) 
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Пусть разсматриваемая кривая лия АОВ служить основашемь ци- 
лендрической поверхнобтя, образованной движешемь прямой линш, 
перпендикулярной мь плоскости кривой лан. Пусть движущееся въ 
сопротивляющейся средф тёло ограничено упомянутою цилиндрическою 
новерхиостйю, двумя илосностями, параллельными плоскоети кравой 
408 п отстоящими другь оть друга на разстояве «, и навонець 
илоскоеяю, перпендивулярною къ оби х и находящеюся отъ точки 0 
въ разетоншя ОЁ— 2. Пусть тВло движется впередь своею верши- 
ною 0 по направлению прямо - противуположному ноложительному на- 
правлен!ю оси коордивать 2. За элементь поверхности можно въ раз- 
сматриваемомь случа принять ея олементь, заключающийся между 
двумя безконечно - близко лежащими между собою прямыми образую- 
щими циливдрической поверхпости; тогда получаемнь: 4$ .48, ГАЗ 
4з элементт дуги кривой лини 04. Вифст® съ тёмъ имфенъ: с0з (№, и) 


4 
|. а а потому по формул (26) для сопротивленя 


==— вов (№, 2) = 


движению э.емента цилиндрической поверхности получаемъ : 
4\ 
и. 15| > 
ой. в), 


& для сопротивления двяженйю всей цилиндрической новеркности на- 
ходимЪ : 


дз й ы Чу\? 
Эро [в # —= Зи | (®) 4 
5 о 
РА 
[7 . 
В (28) 
-@ 
Г. зу 


тАВ 3, есть длина дуги кривой ОА, считаемая оть вершины О хо 
точки пересфченя кривой съ плосвосмю , пераендивулярною къ оси 
координать х и оиредёляемою координатою 2, а у, есть величина 
координаты у, соотвфтствующая этой точк8 нересфчешя, 

Пусть кравая ДОВ есть дуга овружчости радёуса г; тогда урав- 
еще (27) примегь видъ: 


194; 


а — 2, 


ах 2 2 
1+ (&) = 
и сопротивлене для круглой цилиндрической поверхноети по формул. 
{28) будеть равно: 


оТБудА : 


20а 20а? ^ 
= |= р. (ее. 


При у, ==", сопротивленше будеть сл®довательно равно : 


4 2. 
3. 94. 

Подобнымъ образомъ легко найти сопротивлен!е среды и для по- 
зерхностей вращен!я. Пусть движущееся тёло ограничено поверхностно 
вращешя , проистедщею оть движеня (таб. 2, черт. 16) кривой 04 
около оси ОЕ, принятой за ось воординать 2; начало координать въ 
точк® 0. Пусть тфло движется впередъ свое вершиною О по направ- 
левю прамо- противуположному оси координать х. Въ этомъ случав 

. за элементь поверхности можемъ принять тоть ея элементь, который 
будеть завлюзаться между двумя овружностями, описанными около 
оси вращешя двумя безконечно - близко лежащими между собою точ- 
вами кривой 04: 

48 = 2пу. 48, 


гдЪ 43 есть элементь дуги кривой ОД, притомъ: 60$ (№, ®)==—- 03 (М, #) 


4! 
=, 8 потому по формулб (26) получаемъ для элемента поверхно- 


ети вращеня сопротивлене равным: 


и 
аа 
ле ре “= = лей | (1 т) УЧ, (29) 
0 


тд 8: И у, ифють тащя же зналеня, вакь п въ формулб {28). 
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Приложимт эту формулу 5ь спредленю сопротввленя, претерифвае- 
маго шаромъ или полушаромь, движущимся выпувлою своею стороною 
такъ, что овь фигуры полушара совпадаеть съ паправаешемь двяжения. 
Пусть уравнеше круга, образующаго сферическую поверхпость, въ 
илоскости ху есть: 

(нра, 
гдв слФдовательно а есть редфусь окружности; изъ этого уравненя 
иифемь: 


в саВлдовательно: 
(@)- ай _ 
45/ Гони 


Ветазляя найденную величину въ выражение (29), и нитегрируя его 
зъ предфлахь отъ 0 до у, ==а, находимъ сопротавлеше для сфераче- 
ской поверхности равнымъ: 


1 
> опа”. 


Пусть кривая ОА (черт. 16) есть парабола, выражаемая уравненемъ: 


у = ре, 
тогда 

и 

а учр 


х сопротивленйе среды согласно формудВ (29) будеть 


— 2 НР 
ооо [5 я ле". п ( я " 

Еслибы поверхность вращеня, нодвертающаяся сопротивлевю, была 
хонусь, и еслибы уравнеше образующей лини копуса въ плоскости 
2} было у-=ще.х, то сопротивлене среды на вонусъ, двяжущйся 
своею вершиною впередь такъ, что ось фигуры совпадаеть съ направ- 
лешемъ движещя, будеть по формуль (29) равнымъ: 


АЙ 
фл: 14 
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$ И. Мы не станемт болфе распространяться въ приведены 
примфровь ириложешя теорм сопротивления: выпедентыя формулы 
тольво при извфстпыхь услошахь могутт выражать, и то приблизи- 
тельно, законъ сопротявленя среды. Явлепис соударешя движущагося 
тфла и среды, въ которой оно движетел, происходить ве тазъ ироето, 
какъ мы это предположили въ началв. Частицы жидкости, составляю- 
щей сопротивяяющуюся среду, уступая свое мВето движущемуея тфлу, 
отклоняются по сторонамт тфла, сообщая движете тавще и ближай- 
зимъ частинамъ; если тфло иметь значительную длину въ направле- 
нм движендя, то должно было-бы принимать во выимаше еще н тре- 
не движущагося тЪла о частицы вопротивляющейся среды; таку папр. 
сопротивлеше тонкому кружку, лвижущемуся по направлешю, перпен- 
дикулярлому къ его плоскости, не одинаково съ сопротавлешемъ, пре- 
теризваемымь цилиндром, движущимся по направлетю своей оеи, 
Сзади движущагося тёла образуется пустота, которая зам®щается бли- 
жайшимн частяцами ереды, и форма задисй поверхпости движущегося 
тфла также иыфеть цфкоторое ваше на величипу сопротивленя: 
округленная форма задцей поверхпоети, способствуя обтекапию ча- 
тиц сопротивляющейся среды сзади тВла и препятствуя непоеред- 
ственному ихъ стольновенио, уменыпаеть отчасти величину сопротиз- 
лешля. 

Многочислениые опыты, произведенные падъ сопротивленемт жид- 
костей, воздуха и воды, показывають, что сопротивлеше среды па 
тоншя пластинки, движущиеся перисндикулярпо въ их плоскости, нри- 
томъ со скоростимн пе очень малыми и пе очень большими, получится, 
если теоретическую формулу сопротивлешя 


еой 
помпожамь на извфстный ноеффащенть & мспьш едниицы; такныь 
образомъ сопротивлеше 
В == (оби. 


Этоть коеффищенть для воздуха, напр., разияетел приблизительно 
0,64; коеффищентя ифсколько возрасгаеть съ увеличенемь пластянки. 
Если же полученныя въ предъядущихь параграфахь теорстичесыя фор- 
мулы сопротивлешй длл полумара и копуса помножить па тот, же 
воеффищенть #, который получается для топвихъ пластипокт, и ио- 
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лученпые такамь образомь результаты сравпить съ опытами надъ е0- 
иротиваемемь волы и воздуха, то находимь, что сопротиваене тфль, 
пуфющихь овкругленную поперхпость (панр. маровая поверхность) 
будеть въ дЪйствителоност меньйе выунелецнаго. т. е. что числовой 
коеффищенть А пру теоретической формуль для нихт, будетъ нфеволько 
меньше нежели для тонких» нааетинолъ, в что паобороть сопротивле- 
ше тфлъ, представаяюнщихь острые углы (иаир. вонусъ, движунийся 
впередт своею иершиною) будеть больше вычнеленнаго, т. с. коеффи- 
зщенть, на который должно помножить теоретическую формулу, бу- 
деть ифевольво больше того, который принимаетея дая пластиповъ. 
Озо явлеше можеть быть объяснено тфмь, что округленная {юориа 
а заставляеть струи сопротивляю- 
щейел средины постепенно, а не вдруг принимать направлеше, па- 
фаляельное боковой поверхности тёла и тажимъ образомъ уменьшаеть 
потерю живой салы отъ удара. 


передней частая движущагося 


Предтядущя замфчыйя относятся къ случаямъ среднихъ еворо- 
стей движешя тфла. Когда скорость очень мала, то опыты показы- 
зають, что къ выражению сопротивлешя, пами выведенпому, нужно 
прибавить ее членъ, пезависянцй отт скорости; этимт, членомъ можно 
пренебрегать, когда скорость перестаствь быть малою. Когда скорость 
движенн з1фла очень значительна, то поеффищенть, на который по- 
миюзкаатся пайденяое нами выражеше сопротаваешя, етановитея за- 
васимымь оть скорости и можеть быть выраженъ двумя ялонами, изъ 


хоторихь одинъ есть постояниая величина, а другой есть функя 
отт, скорости; для скоростей не очень большихъ этимз членомъ мои 
пренебрегать. Но мы ис будемъ долфе остапавливаться па сопротив- 
аенйи средишь, отсылал читателя къ болфе сиещальнымь сочинешйамь 
по этому предмету, п замфтимт только, что приблизительно сопротив- 
лее можеть быть выражено формулою: 


Ко@и, 


`АЁ © означаеть плотность сопротивляющейся ереды, о — проложеме 
сопротиваяющейся поверхности из плоскость, периендикулярпую къ 
паправлешю двилиния, или площадь панбольшато сфчешя, сдфланиаго 
в» двышущенся тФлВ перпевдикулярно къ направлелю движешя, о — 
скорость движешя и паконець # есть числовой коеффищенть, нмфю- 
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щ различныя величины согласно форм движущегося ла и скоро- 
сти его движеня. 

РазяЪливши предъидущее выражене на массу движущегося тбла, 
полузимъ ускорительную силу сопротивленя; отсюда видимъ, что чёмъ 
больше будеть плотность движущагося тёла вь сравненш съ плотностю 
сопротивляющейся среды, т8мъ меньше будеть ускорительная сила ©о- 
противленя и т%мъ менынее дВёстве будеть оказывать сопротивлев!е 
на измвнен!е движеня тёла. 


ТЛАВА 4. 


\, Примбры прямолинейнаго движения матеральной точни при дЪяствм 
силы постоянной и силы, зависящей оть разстояния, 


$1. Мы видфли въ 8 2 второй главы, что вогда на матераль- 
ную точку массы т дЬНствуеть постоянпая сила Р, тогда скорость 


= - же 


в пройденное матеральною точкою пространство 


РЕ 


абы, 


тд щи 2, суть величины оп 2, соотвётствующия моменту налала 
движешя, когда { —0. Если въ началв движет, въ момепть { = 0, 
вачальныя велачины Фиг еуть 


то 


Р 
ОГ, бу. (1) 


Такиыь образомь получеппыя величины для у и 2 повазываютъ ско- 
рость, прюбрфтаемую матеральною точкою, и пространство ею иро- 
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ходимое въ продолжене времени { только въ слФдстые дёйствн по- 
стояяпой силы. Изъ предъидущихь выражешй видимъ, что если сила 
будеть постоянна во время дважен, то 1) пробрётаемых скорости 
будуть пропорщональны времеви, въ продолжене которазо он пр 
обрётены; 2) пройденныя отъ начала движенйя простравства пропор- 
пзональны квадратамь вреженъ, въ которыя они пройдены, и 3} про- 
странство пройденное въ продолжеше первой единицы времени от 
начала движеня по числовой величин равняется половин уекори- 
тельной силы. 

Обратно, уразяев!я (1) повазывають, что если тбла различныхь 
масеъ, разематриваемыя кавъ матеральныя точке, ори своемъ прамо- 
линейпомъ движент пр/обрфтають одинаковыя скорости и проходять 
одинаковыя пространства въ продолжете одного и того же времени, 
то ускорительныя силы на нихь дЪйствующя будуть раввы между 
собою; если скорости, пробрётаемыя матеральною точвою, будуть 
препорщювальны временамъ, въ которыя он прюбрётены, или если 
пространства, проходимыя матеральною точкою, будуть пропорню- 
нальты квадраламь времень, въ продоляеше нохорыхь эти простран- 
ства пройдены, то сила, дфйствующая на матерзальную точку, будеть 
постоянна. 

Галилей, производя опыты надъ падевемъ тёль, которыхъ плот- 
ность сравнетельно св плотностю воздуха очень велика и пра движе- 
ви которыхъ сопротивлеемь воздуха можно пренебрегать, пришеть 
въ слёдующимь заключешямъ: 1) тёла, падая по вертикальной въ по. 
верхности земли лин, прюбрЬтають одинаховыя скорости и прохо- 
дать одинаковыя пространетва въ одно и то же время; слфдовательно, 
на нахь дфйствуеть одна и та же ускорительная сила, выфющая 
вертикальное къ поверхности земли направлеше. Силу эту пазывають 
силою тяжести или иросто тяжество. 3) Т№ло, падая, проходить 
пространства, пропорцональныя квадратамъ временъ , соотвфтетвую- 
щихъ продолжению паден; это повело къ заключеню, что ускори- 
тельная снла тажести, въ опредфленномъь м№стЪ земной поверхности, 
уыЪеть постолиную величину, но крайней м®рЪ для тфхъ небольшихь 
сравнительно съ радусомъ земли высоть, яв которыхъ производились 
опыты. 

Получаемая изк подобныхъ опытовъ для даннаго ифств н& вем- 
ной поверхности величина ускорительной сплы тяжести есть, какъ 
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увидимъ въ посаёдетыи , составная изъ евлы пратяженя земли и изъ 
силы ппертйи, развивающейся въ падающехь 1828 ори вращатезьномь 
его дважени вмфстф съ землею около сё осн, 

Означимь чрез у ускорилельную свау тяжести дли дачнаго мф- 


| . 
ста ня цоверхпости земли. Подставляя 7 вмфего — въ уравнейя (1), 
т 


находим формулы: 


= (2) 


, 


выражаюия законы падешя тВль и обыкиовенно помиаемыя въ 2яе- 
мептариыхъ физикахъ. 


Предполагая теперь, что па матеральпую точку дЪйствуеть сила 
тяжести, которой ускорительтую сиду для высоть весьма малыхъ 
сравиптельго сь радусомъ земной поверхности можно принимать по- 
стояпиюю величиною, разсмотрамт случай двыжешя матеральной точки 
брошенаой вверхь по вертикальной лини къ поверупости земли со 
екоростю, положныъ, равною ®. ела 0сь коордниать 2 мы буден ` 
ечитать паправлениою но ‘вертикальной диши енизу вверхт и вачало 
роординать въ точЕ%, оть которой матермальная точка брошела. вверхъ, 
то замфчая, что въ уравнени 


фх _ 4 Е 
РУ ЗИВИ”) т 
нодь Ри в должно подразумбвать ие самостолтельшай заличины снды 


и скорости, а проложеши ихъ па ог воординать, дли выралоля дви- 
вема маторальной точки брошенной вверхь получаемт, уравиен®: 


т 
ав! 
Отсюда 
= == 0. 


кли при! ==0 скороеть рарпяется 9, то С= ан, п мы имфемь: 


42 
РИ 


„— 1. (3) 


Иптегрируя 219 зыражене паходвыъ: 


Такт, капь иру 6 ==0 координата х==0, то ©, =0 и слдователяно 


=/ — 


(4) 


Приравинкая пулю лыражене, столщее во второй части уравнешя (3), 
получаемь время 

*, 

=, 

1 
въ нонцф котораго матеральная точка лотерлеть свою скорость и 
и061В котораго она пачнотт стое обратное движелю сверху випаъ; 
подетавляя иайдепиую величину для @ пъ урациеше (4), паходимю 
навбольтую высоту 


В 
_® 
2%’ 
па которую подинметсл матеральная тозка. 
Ветавлия эту величипу дая = въ третье изъ уравпенйй (2), на- 
Ходим г ==и,, т. в. матеральная точка ири обрахцемъ своемь двй- 
ще, достигая той точки, съ которой была брошена, прюбрЬтаеть 


по числовой велачилф ту пе самую скорость, съ которою была бро- 
шена, по только противуположно направленяую. 


$ 2. До сихь порь мы принимали, что ускорительная сила тя- 
жести для пебольщихь высоть, па которыхъ производились опыты, 
постояппа для извзетнаго мфста на земной поверхности; по Ньютопъ 
изъ наб. юденй Кеплера надъ дважешемъ плацетъ пришелт къ заклюзеяю, 
что еила тяжести должна бить разематриваема обратно-пропорцоналт.- 
пою квадратамь разстоля притагиваемой матеральной точки оть 
центра земли. Посему раземотримъ случай, когда падающее тфло уда- 
лепо на столь значительную высоту оть поверхцости земль, зто вели- 
чипою этой высоты передъь величиною земнаго ралуса мы пе можемт, 
пренебрегать, и будемь прапимать тяжесть обратно-пропорщональною 
ввадратамъ разстояшя притягиваемаго тёла отъ центра земли, #ото- 
рой поверхность мы будемь припамать сферическою. 

Пусть С есть (см. черт, 17, табл, 9) центръ земной поверхности, 
СЕ г ся радусь пусть А начальное положеше падающей матерлаль- 
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вой точки и АС-=а есть равстояще матеральной точки отъ центра 
въ назалВ движеня. Наиравлене оси координать 2 пубть идеть оть 
А къ центру земли, совпадал съ направлемемъ тяжести, и пусть ма- 
теральвая точка въ вопдф времени { находится въ М, такъ что 
АМ = и разстоянйе матер!альной точки оть центра земли въ кондё 
времени { будеть равно а—2. Означая чрезъ у ускорительную силу 
тяжести при поверхности земли, слфдовательно на разстоян!й г оть 
ея центра, ваходимь ускорительную силу тяжести ва разетояни а—2 
равною 
97? 
@—=! 


Уравнене движеня падающей матеральной точки сл®довательно бу- 


деть: 
а 


а 97 
ай {д} 


Когда иа матемальную точку дЪфйствуеть сила, которая выражается 
функщею разстояв!й, то при интегрироваят уравневя движешя мы 
переходемъ въ уравневю живыхъ силь, вакъ это показано въ $ 3-мь 
тлавы второй Помножая поэтому об засти уравнемя на Че п 
переходя помощю интегрировая въ уравненно живыхъ силъ, полу- 
чаемь : 


1/4 47 
С 


Нреднолагая, что при 2 ==0 скорость «==0, находимь С == 


ий сяфдовательно 


я 9 2 
а, 6) 


4х 
Замфняя у зрезь 1‘ изь предъидущаго уравневйя находим: 


г (). и= (=). 42. (6) 


Чтобя интегрировать это выражене, замёвныт 2 новымь переыЪн- 
ныитъ. Опишемъ около АС, кавъ около маметра, овружноеть ДЕС, 
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воторой цеятру ваходатея въ 0; изъ точки М возстававъ перпенди- 
куларь къ 40, получимь А, точку пересёчешя периендивуляра сь 
окружноетю; уголь (КОМ) = 6, составляемый радтуеомъ проведеннымь 
эъ ючву Е сь рамусомь 04, прямемь за новое перемфнное. Изь 
чертежа легко увидимь, что 


и саВдовательно 


6 29 
— == "— = #— Я 
&—Ж=а608 ры $ —а и р] (7) 
4 —=азп 8 60$ 4 46. 
Подетавляя этя неличиля въ выражеше (6) для 4, находимъ; 


й 
и — вов 40 = 
ги все. = 5 @ + в 6.46. 


Отсюда помонйю интегрирован находимъ: 
27 а 
"(2) „в 6=-. (94 31 6). 


Тавъ кавъ по условно при {==0 величина 2==0, сафдовалельно и 
9—0, 0 С=0и 


г (#) = ИО - 90 9), (8) 


\ а. 
Замфнимь въ этомъ уравнени 9 прежнимь первмфннымь 2. 'Гакъ 
хакъ 


пб =2 а 4 о , 


то, еогласно съ выражешями (7), находниъ 


ма 6 = 2 Ма) 


и слёдовательно 
15 


14 


= р "| гс эт Е \/ ав — г) +. \/ — 5), (8) 


Изь этого уравненви нельзя опредфлить пройденнаго иространетьа я 
зь фувкши времени #; но за то легко геометрическим построещемь 
зайти зеличипу 2 дла веякаго времени #: стоить только построить 
уравнеше (8). Проведемъ чрезь точку С, центрь притлженя, осъ 
координать у, перпендикуляряую въ оси координать =, совпадающей 
съ валравленемь тажести , и пусть овружаюсть даметра АС —а иа- 
татся не скользя по оси координатъ у; верхпяя точка А окружности, 
соотвфтетвующал начальному положенно падающей матер!альной точ, 
будегь описывал» кризую, извфстную подъ назвашемь иикисиды, Гели 
жаметрь АС палящалося круга поворотится па уголь @, тавт что 
вругь въ повомь его положели будеть ВА”, точна А перейдеть вт, 


точку 4’, уголь 4708 = С'ОМ, = 6, 0’ =ЬС 


56, то коорди- 


ната у точки .4’ цивлонди 4475 будеть опредфлятьея уравнешемт: 


у-ЬС-- АК = з (@-+ 1 6). 


Сравнивая это выражеше съ выраженемт, (8), имземь 


д /. 
уе м. 


Изъ этого уревнешя для веякаго времели { мы оиредфлямь коорди- 
иату у циклоиды, которую предполатаемь натерченпою; зная же коор- 
динату у какой - нибудь точка циклоиды, постросшемь найдемь легко 
соотв тствующую координалу 2. 


Означая чрезъ й величину х, соотвтствующую точкф повсрхно- 
сти земли, изъ уравнемй (5} и (8) легко получимъ скорость 9, съ 
которою малеральная точка достигнеть поверхности земли, я время 
1, которое она употребить для этего достиженя; замчая, что 
а А-В, паходамь: 


й 
200 1“ 


А 
1+ 
р 
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в: - Ь х Ё | 
|+ | —__Ё 
1+ шо! +2 п? |. 
2 1—— т "|1 — 
2 11 ы 7) ( ;) 


Если } есть весьма малая величина въ сравненш съ”, то изъ 
предъидущихь выраженёй получаемь приблизательныя величины ско- 
рости и времени; 


9, = ИЗ 


== или № == 
9 


еоверщенво сходныя еъ прежде найденаыми (2). 


$ 3. Пуеть матеральная точка притягивается къ неподвижному 
центру силою, пропорщенальною #й-5й степени разстояня движущейся 
точки оть центра силы, н пусть ускорательная сила притаженя на 
елиннцу разстоятя есть ^. Пусть притомь въ начал движеня ма- 
терйальная точка находится на положительной сторон коордивать 2 
АЪ разетояыти в оть неподвижнаго центра, Еоторый и принимается 
за пачало координатъ. 


Если ц№лое число п будеть положительнымь п четнымъ, то для 
двищешя матеральной точки но положительной сторон координать 
2 мы выфемь 


ж=— и, (9) 


а дая дражешя по отрицательной сторон$ коорданать 2 инфемь: 
= Ч, (10) 


таку канъ паправлете д®йстйя силы измфняется. Интегрируя первое 
(9) изь предъидущихь уравноий и персходя такимъ образомъ БЪ 
уравненно живыхь силь, получаемъ: 


орга 


а“ с. 


ели при & — а окорость г ==0, то 


и савдовательно 


1 


При #==0, т.е когда матеральпея точка приблизится къ центру 
силы, то получаеть яаябольшую скорость, опредёлнемую уравнешемт: 


2 ига! 
==. 12 
в-+1 (2) 
ля движеня по отрицательной сторон® координатт х изъ уравнс- 
р р. Ур 
н1я (10} находимь 
ри 
соль 
+1 


. 


Такъ вавъ при 2 ==0 скороеть # получаеть величину, опредБляемую 
уравяенемъ (12), то 


Фра" 
п 1 
и слфдовательно 
2" , 
‚2 и! п-т 
9 = а 4- в"). 13 
ет ) (3) 
Изь этого выражения видимь, что при 2 == — @ скорость г ста- 


повилел равною нулю; сравнивая между собою выраженя (11) и (13), 
изъ коихь первое относится въ положительнымь величинамь 2, а вто- 
рое въ отрицательнымь , заключаемь, что матеральная точка будетт 
колебальея около центра притажещя въ предфлахь + =в и @ ==--а, 
получая при одинаковыхь разстояняхь отъ центра ло ту н другую 
сторону одннаковыя по числовой величинВ скорости. 

Если п есть нечетное цфлое число, то уравнеяе двежешя мате- 


Иваьной точки по положительной и отрицательной сторон% коорди- 
нать 2 будеть: 


ж=— г. (14) 


Ивтеграяь этого уравнегя: 
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3? 
9 = 
#--1 


(алан, {15) 


взитый такие въ предположени, что при & ==е скорость = 0, но- 
казываеть, что при < —_@ скорость становится равною нуто и что 


матеральная точка будеть колебалься около центра притяженя въ 
предфлахь х =@ н = —а. 


Положщвмъ п ==1, тогда уравнеше движенйя будетт: 


Ге В 
= и, (16) 


& изъ пего полученное уравнеяе живыхь силь приметь видъ: 
= и — #7). 


Разсматривая движене малермальной тозни оть крайняго ея по- 
ложенн, онредВляемаго т ==а, пыФемь слфловательно: 


== 
и =— 42 


Нитеграль этого выражены, взятый въ предположени, то при 
&==а время { ==0, будеты 


2 \ 
2 = аго 00$ (=) 


или: &—а 603 (11). 


Ураввене (16) припадлежить къ числу занейвыхь уравненй съ 
постоянными коеффищентами и легко написать его интеграль прямо, 
не прибфгая въ поередству уравнешя живых силь. Упавнеше (16), 
легко видфть, удовлетворястея застпыми интегралами 


28 (и) и 25001 (41/), 
& потому общ его интеграль будет: 


2 = Ави (ий) + В сов (ш/), {17) 
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тд Аи суть нроизвольныя постоянныя величины. Чтобы обред8- 
лить си посяфаьн величины, мы пмфемт усломя, что при { ==0 


4 
координата х==а, скорость же у = Е равняется нулю, & потому 
Ч 


изь уравненш (17) и изъ уравнения: 


45 
& 


608 (#0) — мВ. зщ (м1), 


въ которыхь { положено равнымь нулю, получаемь: 


А=0 В=а 
и слёдователено 
$ = @. с0$ (2/), 
прежиее выражеше, и 
= — а. а (№). 
Эти выражения похазывають, что 2 и > полузають одн® в 18- 
2 . 
же величипы урезъ промежутки времени —, а потому продолжете 


времени полнаго волебийн матеральной точки около центра разияется 


$ 4. Мы до сихь ворт предполагали, что въ урарлоши дваже- 
зи матеразьвой точБи, притягизаемой къ пеподвижиому пенуру: 


а . 
пе и’ 


показатель а есть цфлое п положительное чие1о; предположим», 119 
п ость цвлое отрицательное число, и Что слВдовательто ска съ при“ 
ближещемь  матеральной точки иъ центру увеличивался. Вели 
= — 1, ебли пратомь при х==а еворость г ==0, то изъ уравне- 
ия движеня матетальной точки нолучаемь уравнеше 


ВВ СИгЬ: 


Зови — 105 2) == 27108 = 


Еелн чнеловам вотачний в болфе едипацы, то уравиене живыхь 
силь будети: 


— =!) 


Изь выражения для ускорительной силы и изь полученных вы- 
равен для скороети видимь, что сила прыхяжени и сворость мате- 
Мазьвой точкн уволичязаются съ праближенемь точки нь цептру силы 
и становятся безконечными при 2 == 0. Законы механики поэтому яе 
лриложимы къ дальнфйнему опредфлевио движешя матеральной точки 
по другую сторону центра силы, и оодобное движеше, палинающееся 
ири скорости безкопочпой и нри дёйстви безкопечной силы, очевидно 
ие тстрбчается въ гриролв. Мы опредфлили, напр., падеве матераль- 
ной точки при дЪФйсти силы тяжести, обратно пропоршональной 
ввадраламь разстоязии малеральной точки отъ центра земли, но дви- 
жене происходило только по одну сторону центра силы, до хотораго 
затемальная точка въ своемъ движены пе можеть достигпуть. Мы 
только предполозжлтельно можемь сказать, распространяя законы ме- 
хапивки и па случаи, подобные разсматриваемому, что уменьшене ско- 
рости матеральной точки при удалеви ея отъ центра будетъ идти 
въ тавомт же размфр%, въ какомъ шло увеличеше ея при приближе- 
им къ центру и что матемальная точка при © = — а, потерявъ всю 
свою скорость, приялла-бы обратное двяжея!о въ центру; при этомъ 
матерлальная точка при равяомъ удалеши отъ цеятра по ту и другую 
его сторону нмфла-бы равный ло числовой величин скорости. 


Раземотримь нфеколько случаевь прямоланейнаго движешя ма- 
теруальной точки, въ которыхь ускорятельная сила, будетъ дёйотвовать 
обратно пропорпюнально ифкоторой степени разстоявя движущейся 
точки оть центра притяженя силы. 


Положим, что вс олементы безконечной пеподвижной прямой 
дин, во которой масса роспредёлена равномёрно, притягизають ма- 
терйальпую точку, паходящуюея внф зонш, обратяо пропорцюйально 
изадраламъ разетояыя малеральной точки ОТЬ элсусптовъ Лии И 970 
въ дачалЬ движек”, прй (==0, скорость матеральной точки раз- 
плется нулю. Очевидно, что составлая изъ вефхъ силъ, дёбствующихь 
за матеральную точку, будеть перпепдикулярна къ прямой притаги- 
захощей зияи и что двишене матеральной зочни будеть совершаться 
но перпевдикуляру в этой ливи, опущенному изъ точки начальнаго 
положен ришжущейся точки. Пусть < есть разстозню матеральной 
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тозви отъ прямой лишит притяжения, считаемое по этому перпендику- 
зяру, въ конц времени /, и з есть разстояне капого-нибудь элемента 
лизи нратажевя оть точки зересфчешя периендакуляра съ этою ли- 
нею, & 45 есть элементь ланш притяжешя; пусть наколець д? есть 
сила притаженя между массою, заключающеюся въ единиц длины 
левши, и единяцею массы движущейся матерюльвой точги при единиц 
разстояня между ними; м4 слфдовательно будеть ускорительная сила, 
происходящая отъ дЪйстыя элемента 4 лини на мотеральную точву 
при единиц разстоянйя, а 

22.48 

#-+ 


будеть выражать ускорительную еилу, дЗйствующую на матеральную 
точку, которая въ копиВ времепи / отЪ ливт прятлжепя будеть иа- 
ходиться въ разстояи равномъ 2. Пролагая эту силу на линю коор- 
динать 2, по которой происходить движеню матеральной точка, но- 
лузаемъ: 
226. 
= РТ 


Соеставпая изъ силь, происходящихь отъ притяжения матер!аль- 
пой точки вебми элементами бесконечной лиши, будет 


вне © 
2.5.8 И да? 
(ей) (=?) 
= 5 


а уравленше движеня матеральной точин сяфдовательно будет: 


< 
фт д 205.48 
4 (ат 


Номножая 06% части уравнешя ва (2 и иятегрируя его пох 
вь ипрехиоложещи, что при 1 ==0 скорость г = 0 и 2 = а, получаемт, 
уравнене живыхъ силъ 


= 


и о Г 15 Ру 4 
2 ня 7" Дей’ 
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Отсюда пмфемъ 


и = 4 [06 (8+ ИяЯ + =) 4 я ов (+ = ИЯ 


или 


#48 05 = 


0: 
Ветавляя сюда вмфото о его величиву и и замфчан, что при 


приближеши матеральной точки къ лини притяженя координата 2 
уменьшается со временемъ {, ваходамъ: 


45 
НИ 
2 [ю8а — 05 =]: 


и слЗдовательно: 


2 
42 
2ш=— [= а— юар. 
а 


Решене вопроса приводится такимъ образомь въ хвадратурамь. 


Еслибы матеральная точка находилась на самой безвонечной 
лав пратяженя, то силы на нее дЬ.ствующйя находились-бы въ 
равновфеи; но еслибы лия притаженя была безковачною только въ 
одномъ направлеши и еслибы на ней помфщена была матеральная 
точка безъ скорости, то, легко видфть, матеральная точка начала-бы 
въ слдетые дфйстыя силь притяжешя движеше по тому именно на- 
правлешю, по которому лия притяжешя продолжена безконечно. 
Положимь, матеральная точка, помфщенная въ началв оси цилиндря- 
ческой трубвй, которая продолжается въ одномь направлени безво- 

16 
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печяо, притягивается стФнками этой трубеи обратно иропорщонально 
взадратамъ разстоянЙ ; опредфлимъ движеше матеральной точки по 
оси цалиндрической трубки, которой стфиви предполагаются весьма 
тонкйми. Примемъь ось цилиндрической трубки за ось коордивать х 
и пусть 2 сеть разстоные движущейся матеральной точки отъ начала 
трубвн для конца времени {; пусть” есть ражуеъь цилиндрической 
трубки, г — весьма малея толщина ея стфнокъ, о — плотность ея 
отВновъ; в — разстолн!е какого-нибудь кольцеобравнаго элементарнаго 
слоя трубки оть движущейся точки, считаемое по ови, и пусть вако- 
нець, м? есть ускорительная еила притяжен!я на единицу разстояшя. 
Масса олементарнаго кольцеобразнаго слоя трубки будетъ: 


2лг. 8.0.8. 


Ускорительная сила притяжешя этой массы будеть: 


д 
Зль.в. р. о. 
Фе рая 
Проложее этой силы на направлене движеня, или, что вее равно, 
на ось цилиндрической трубки будеть: 


#8 
Злг.в.р.48. (Ен 


Ускорительная сила иритяженя всей трубки будеть: 


5. В Я 
"ая: акт" 
3—2 
14% 
№ = Эл. в... 
Движеше матеральной точки выразится слфдовательно уравне- 


нем»: 
#2 _ 4 Гы 


в т. 


= Помножая об части уравнешя ла 42 и переходя интегрирова- 
яемъ кь уравнению живыхь силъ, амфемь: 


и 24. [06 (2-5 Из + т) + С. 


125 


Если при х==0 скорость г =0, то 
= — 2 05» 
и елфдовательно 
уни" 
И 24. 105 аут . 


р 4 
ЗамВняя г его величиною п" замфчая, что со временемъ { коор- 


дината 2 увеличивается, находимь постепенно: 


АИ 


= р 
[2 &-— ЕЕ 


Вопрось такимъ образомь приведень въ квадратурамъ. 


$ 5. Показавь нъсвольво примфровь движеня матеральной 
точки при дфйстии силы притяжен!я, перейдемъ теперь въ слузаю, 
когда на матеральную точку дЪйствуеть сила оттальивающая, иро- 
порщональнан и-ой степени разстояня движущейся матеральной точки 
отъ неподвижнаго центра дфйстя силы. Пуеть матеральвая точка 
въ цачал движеня находится на положительной сторон% воордивать 
2 въ разстояни а оть неподвижнаго центра силы, который п ири- 
мемъ за начало коордилать; пусть © есть начальная скорость мале- 
ральной точки и пусть 4 есть ускорительная сила отталкаван!я на 
равстоянйи матеральной точки отъ центра, равномъ едациц$. 

ели цфлое числ п будеть ноложительнымъ и четнымъ, то для 
движеня матеральной точки по положительной сторон$ координать 
имЗемъ ; 


ПА. (8) 


а дая движеня по отрицательной сторонф координатъ: 


Ро 9) 


Переходя интегрировашемь оть уравнены (18) къ уравненю жи- 
вых силъ, подь усломемь, что при т==а скорость ==, полу- 
чаемъ 


. 
2+ 2. т (а — ен), {20) 


Уравнене (18) показываеть, что при величивахь 2 положитель- 
кыхь приращеня скорости будуть положительными. Еели поэтому ма- 
зерельная точка въ начал$ движеши имфила скорость положительную, 
т. е, ваправлеше сворости совпадало съ положительнымъ направле- 
емъ оси координать 2, то скорость изтеральной точки, получая по- 
ложительныя приращеня, будеть постоянно возрастать, а съ возра- 
статемь ©, вакъ показываеть уравнеше (20), будеть возрастать а 
координата . Матеральная точка слфдовательно будеть двигаться по 
положительному направленю оси координать 2, причемъ съ удале- 
в!емь матеральной точки отъ центра будеть постоянно возрастать и 
скорость ея движеня. 


Если иатеральная точка въ начал движенйя будеть имфть ско- 
роеть отрицательную, т. е. начальное ея движеще будегь направлено 
въ центру силы, то скорость матеральной точки, при движении сей 
послёдней въ центру силы, получая положительвыя приращеня, по 
зисловой своей величин® будетьъ постепенно уменьшаться. Здфеь должно 
разлачать три случаи, смотря но хому будеть-ни въ уравнешя (20) 


Орла 
1-1 


<0, ==0 пм >0, 
Когда 


2 илатчы 
1-1 


, 


10 ивтеральная точка, вакъ полазываеть уравнеше (20), въ котороиъ 
” должно быть восгда положительною веллчиною, не достигаеть цен- 
тра силы; ваимеяь лая золичина 2, опредфляющая крайнее положение, 
до котораго достигнет» матеральная точка пря своемъ дважени &ъ 
центру, опредёлится изъ уравнения: 


откуда 


„ (п-т 
[ин А . 


Посл этого скорость матерельной точки, продолжая ПолузАТЬ 
положительныя приращеня, становится положательною, т. е. направ- 
лен!е движения матеральной точки будеть совиадать съ положитель- 
ЛЫМЬ направленеуъ оси координагь $, двяажеше въ этомъ направ- 
ден1а будеть продолжаться неопредВленно до безконечности съ воз- 
растающею скоростно. 


Если 


то матеральная точка, теряя постепенно свою скорость, будеть стре- 
миться къ центру силы, который достигнувъ она осталаев-бы въ 10- 
ложени равновфая , ибо тогда, ирн <: 
матеральную точку, и скорость кей послёдией сдВлались-бы равынми 


=0, и епда, дВйствующая на 


вулю. 


Когда 
За" 


п-1-1 


>50, 


то матеральная точка, приблизимнись въ центру еваы, не потерхетъ 
всей своей скорости; при 2х —0 скорость достигнеть только своей 
наименьшей числовой велачины: 


а 


в-1 1 (21) 


и съ этою скоростю матертальная точка перейдеть на отрицательную 
сторону координать 2. Движенв матеральной точки тогда опредф- 
злится уравнешемъ (19), язъ котораго илтегрированемь получаемь: 
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Тавъ вавъ при 2==0 скорость 2 опредфляется уравнешемъ (21), то 


за 
= — Зла 
3-1 
и слфдовательно 
И Сре а да» 
я - =="), (22) 
гд членъ 
Зла” 
Тат 


будегь по числовой величинё положительлымь, ибо 2 есть веавчина 
отрицательная, а +1 есть число нечетное. Уравнене (19) показы- 
ваетъ, что скорость матеральной точки пра движени но отрацатель- 
ной сторонз оси коордивать 2 будегь получаль приращея{я отрица- 
тельный, а потому скорость, оставаясь всегда отрицательною, по чи- 
словой величинв будеть возрастать; съ возрастанемь же по числовой 
величин скорости о будетъ возрастать по Числовой’ велачит$ и коор- 
дината г. Отсюда вихимъ, что по переход® матерлельной точки на 
отрицательную сторону координать 2, движен!е матертальной точкя 
по направлетю отрицательной стороны коотдипать будеть продол- 
жаться неопредзленно, до безвопечноети, съ возрасгающею сво росяю. 


Если ЦВлое число п веть величина положительная и нечетнан, 
то уравнеше двяжешя по положительной и по отрицательной сторон$ 
оси воординать будеть выражаться урзвнешему: 


р 
ти 
и отъ этого уравненя мы нерейдемь къ уравнению живыхь силъ (20). 
Заплючетя относательно движешя малервльной точки будуть подобны 
предъидущимь. Разсмотримъ частный случай, когда в == 1; тогда урав- 
вене движения будетъ: 

45 В 

де 2, (23) 
а уравнене живыхь силъ: 


ай — + (4 — 0). 
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42 
Подставляя сюда вмфего о его величину и’ легко потомъ проин- 
й 


зегрировать получениое такимъ образомь уравненю и опредфлить г 
въ фунвши времени {; но короче интегрировать уравпеше (28) ие- 
посредетвенно. За интеграль этого уравневя можно пранать 


в". 
Подставляя эту величину 2 въ уравнеше (23), находим, что 4? = м, 
саВдоварельно {== + и; отсюда видимъ, что уравнеше (23) пифеть 
два мастные интеграл 


2=0“ и 


и тавъ какъ уравневе (28) ость линейное еъ постоянными коеффи- 
зцевтами, то общ его интеграль будеть: 


2 == дем + Ве", (24) 


тдВ А и В суть произвольных постоянныя величины. Чтобы опред%- 
лать см величины, мы пмфемь условия, что при #=0 


а потому изъ уравненя (24) и изъ уравнешя 


га 


4 = ое — Ве ‚ 


& 


въ которыхъ # положено равнымь нулю, вахедимъ; 


Д-+-8=а, 4 — ИВ а. 


Отсюда: 
в ®, аа 
А 9, 
, : 
слёдова тел 


а № ат „| 
АА ие", 
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$6. До сихь порь мы предполагали п цфлымь и положитель- 
нымь зисломъ; пусть п теперь будеть цфлымь отрицатеяьнымъ чи- 
сломъ. 


Если п == —1, то уравнеше движеня пранимаегь видъ: 
4% _ иде 
ее, 25 
ай х (25) 
& уравнеше живыхь силъ будеть: 
2 
а 247. 05 , (26). 


при усложи, что при 2 == а свороеть в == 5%. 

Уразнеше (25) показываеть, что пря величинахь х положитель- 
ныхь приращеня скорости будуть положительными. ели поэтому 
начальная скорость будеть положительною, то скорость матеральной 
точки, кавъ показывають уравненя (25) и (26), будеть возрастать съ 
увеличен емъ координаты х до безконечиости, т. е, движен!е будетъ 
неопредфленно продолжаться по положительному направленно оси 
координать съ возрастающею постоянно скоростю. 


сви начальная скорость будеть отрицательною, т. е. направлен- 
ною въ центру силы, то скорость матерйальной точки, получая поло- 
зительныя приращеня, будеть по числовой величин уменьшаться еъ 
приближешемъ малеральной точви къ центру силы; но этого центра 
она ве можеть достичь, ибо при х == 0 послфдны! членъ второй части 
уравненя (26) становятся отрицательною безконечност!о; самая наи- 
меньшая величина 2 опредфлится уравненемъ: 


2 
шей + Ви. 55-—- 


отву да: 


Достигнув этого положе!я, матеральная точка начиеть потомъ дви- 
жеше по направлено положительной стороны координать съ возра- 
слающею неопредФленно, до безконечности, скоростйю, 
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Если # —=-&, тд Е есть положительное цфлое число большее 
вадниицы, то уравнеше движен матеральной точки будеть: 


(27) 


я уравнене ЖИвЫХЬ Силу 


и + 


ры ( 1 


ат 8) 
Изь сего уравиеня н изт уравненя (27) видемь, что еслибы мале- 
риальная точка въ началь звижовя има отрицательную скорость, то 
матеральная точка, приближаясь къ центру ейлы, не можеть однако 
его достигнуть ибо пре 2==0 вторая часть предьндущаго уравненйя 
становится безконечно-отрицательною. Наименьшее разстояне, на ко- 
торое матер!альная точка приблизитен вт, цеатру силы, опредфлится 
ияз. уравпешя, которое получимь, приравальт, вторую часть уравне- 
вия (28} пулю; паименымая величина будете пмевно: 


Те 


ры 
Посл этого матеральноя точка стапегь двигаться по положитель- 
ному паправлетю оси коорхинатт, 2, удаляясь отъ центра съ увели- 
чинающеюся скоростю; при этомк скорость будеть увеличиваться 
не до безконечности, по будете имфть своимъ предфломъ величину 


а 


вавь показываеть уравнеще (28), 


8 7. Раземотримъ еще два-три случая, когда на матеральную 
тояку дФйствують вфоколько силь одновременяо. Пуеть па матераль- 
ную точку (табл. 8, черт. 18), находящуюея въ ковив времени { въ 
М, дъйствуеть постоянная ускорительная сила Р по направлемю М» 
и сила притяженя матеральной точки кт, неподвижному центру С, 
пропорцювальная разстояню мезду ними; пусть д? есть усворитель- 
ная сила притяжения на разетояши, равномь единиц, и пусть 2 есть 

и 


130 


ралстонне движущейся точки 4 отъ центра С. считаемое по нанрав- 
леншю оть С къ М. Уравненю дьйженя матеральной точки будеть: 


олагая 


Р 
и отлатая ла чертеж® ОС -= 5, чакь что МО == ж, иредстазань 
и 


уравнеше двюжентя матеральной точьи подъ вадомь 


Фе 4 _ : 
ш_@ -#? 


Это уравнеяе созертенко тожественпо съ уравненемт, (16), которое 
мы разбирали въ 88 и которое привело наеь къ заключению, что 
матеральная точка. буде соверигать холебашя 10 оси координатъ 2 
около центра, которымь въ настолщемъ случай будет точка 0. Ия- 


тегряруя предхилущее уравнене, получаемь уравнене живыхь силь: 


ее 2 (2 — =), 


подъ усломемъ, что при 2==2, скорость 2= о. Это уравнен!е по- 
казываеть, что матеральная точка будеть имть наибольшую скорость 
при 2==0; означая эту нанбольшую скороету, чрезь ©, и замфчая, это 


а Ё 


2 да 
предетавииь уравнене живыхт силь подъ видом: 


— а. 


Наиболыная воличипа разстолийл матертальной точка отъ 0, т. е. паиболь- 
тая величина опредфлизея ИЗЪ уравнешя, которое получится, если при- 
равнять вторую часть предтидущагю уравненя нулю; именно наиболь- 
шая величина 
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_ , . ее 
Вставлия въ уравнеше живых» сил 1 2$0т0 © в патегрируя его 


нотомъ, нолучдемь : 


Е? . 
© 8 (/), 


если время считать отъ ого момента, Когда иатеральная точка на- 
ходитея вь 0, и слБдовательно 


== 1, 605 (4). 


Время полнаго колебаийя матерлальпой точки, по прошестыя котораго 


й 2 
ри 2 получають прежны величины, будеть равло -—- 
РЗ 


Если взь зочкн О возставимь перпендикулярь ОЁу къ оси коор- 

динать 2 и ототь периендикулярь иримемъ за ось коордивать у; если 
. й 

изь точки О радусомь г ==-^ онишемъ окружность и если наконец 
7? 


вообразимь точку, движущуюся отъ РЁ но направлено Г8’Ё”... по 
окружности описаннато круга ©ъ постояиною скоростю #,„, то коорди- 
ваты х этой воображаемой точки будуть означать разстоящя матергальной 
точки оть центра, а координаты у будуть пропорщюнальны скоростямь 
натермальной точки при ел колебательномъь движени около центра 
0 дли одного и того же времени. Въ самомъ дёлф, пусть тотка, деи- 
гающаяен по окружности, по прошестыи времени { придеть въ точку 
М тогда дуга ЁИ =, соотвётствующй ©й уголь нри центрё 


БО = = 0, & потому координаты точки М будуть инфль вс- 
айчины : 
веер. о ира Е 
ЕР. 5 =— 
|} ее р и 
5 
Ут. 00$ м == —^ 608 МА, 


т.%. таыя величины, кая имфаи х и о при колебалельномь движе- 
Ни малертальной точки около центра 0. 


Таков соогошене между раввомфрным» движемемъ тозвя по 
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окружности и колебательнымь движешемю проложени этой точки на 
даметръ называють иногда зармоническимь (\\. Тролизов апй Р. Тай). 

Разобранный случай прилагается приблизительно къ вертикаль- 
вымыъ колебаямь тфло, призёшеннаго къ вертикальному упругому 
стержню, который укр®плент неподвижно въ верхней его точк®: на 
тфло будуть дЪйствовать сила тяжести и сила упругости стержня, 
развивающаяся въ слФдотые язмфпен!я его длины. Ускорительную силу 
тяжести означимъ по прежнему чрезъ у, и сл®доватольно Р ==, Сила 
упругости вх разсматриваемомъ случав будегь пропорцональна изм$- 
венйю единицы длины стержня в поперечиому его сфчевио; если длина 
стержня будеть , изинеше его длины въ слВлстые дфйствя прив\- 
шенной тяжести будеть г, если о есть поперечное оВчеше стержни, 
то сила упругости будет, 


гдз Е сеть числовой коеффищенть, обыкновенно называемый косфра- 
щентомь упругости; ускорительная сила упругости, дБйствующия на 
тВло, будель 

Еза 

Пир. 
ебли т есть масса привьшевнаго въ стержню тфла, Тавимъ образомь 


2 предъидущей задачи будет _ ЕР 
ш прекъидун д у. Г 


Еслв въ началф движения ие сообщена будет нивакая скорость 


прив иепиому тблу, то при 3=0, & сафховательно при 2 


скорость $ = 0, и наибольшая скорость 


® наибольщая величина & изыфисшя длины стержня 
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РИ 
За ° 


Время нолнаго колебавя будеть 


21 /” 
У =2н то . 


Само собою разумфется, что колёбашя булуть происходить только 
въ томъ сзучав, есла привфиленная къ стержию тяжесть не будетъ 
столь велика, чтобы разрывать стержень или вообще разрунать его 
упругость; выфетВ съ т6мъ предъидущее вычислеме приблизительно 
выражаеть законъ колебащм только въ томжъ слуза®, когда масеою 
стержня можно было пренебречь перехь массою привфшениаго тбла. 


$ 8. Пусть матеральная точка, ваходищаясл между двумя цен- 
трами би (, сизь, притагивается къ каждому язь няхь съ силою, 
обратно пропоршональтою квадрату разетояшя матеталыюй тозки 
отъ соотвфтетвующаго цептра. Пусть напразлеве оси координать # 
идегь отъ С въ С, и пусть < есть разетояще матемальной точки отъ 
центра С для конца времени {и а есть разстоян!е между центрами. 
Означая соотафтотвенио чрезь м? и и? ускорительныя силы притя- 
женя на единицу разстояня, для выраженя движевя материальной 

точки нолучаемь уравиеше: 
5 


И 


(29) 


Переходя отеюда къ уравнен!о живыхь силъ, находим: 


и _ би ав г— ща. 


р] а) вдаяь | 


, 


подь услошемъ, что при начал движоны при 2 = =, скорость 
Такъ какъ первая часть предъилущаго уравнешя есть величина поло- 
жительная, тавъ какъ знаменалель дроби, стоящей во второй части 
уравневйя, тоже положителенъ, то заплючаемь, что при движения ма- 
теральной точки оба производителя, составзяюнщие чисаитель упоняну- 
той дроби, должны быть оба одновременно или положительными или 
отрицалельными. Здфеь могуть быть три случая: 
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ааа) 
ву ев) 


2.< или > 


или, что все равно: 


а 
2,<,==нан > —_. 
ии 


Если ы 


ЯН 
Ри 
т0 величены <, начниая оть ф5=2,, при движени матеральной 


точки будуть уменьшаться, т. е. матертальная точка будеть прибли- 
жалься кь центру енлы (©. Если 


ьС 


то матерваьная точка осланотен въ покоЁ, ибо силы ва нее дй- 


ствуюния будуть находиться въ равновфет, что ведно изъ уравне- 
в (29). Если наковець 


то матеральпан точка будеть приближаться къ центру силы С, съ 
уволиченемь 2, начиная отъ 2 =. 


89. Иногда можно довести рылене вопроса до конца только 
номощио приблизительнато вычисления. Положимъ, чте на матераль- 
ную точку дфйствують силы притяжещя пзъ четырехь центровъ, рас- 
зюложенаыхь въ верринахЪ угловъ квадрата; легЕо ВИДБТЬ, силы, 
дфйствуюния на матеральную точку, были-бы въ равновфеш, еслибы 
матертальная точка находилаеь въ точ пересзчени длоганалей квадрата 
(въ целтрВ квадрата). Положимъ, что матеральная точка выведена 
изь положевя равнозЗея на весьма малое разстолне по паправленю 
одной изъ доганалей; тогда матеральная точка будеть очевидно со- 
вершать весьма малыя колебамя по направленно д1оганали по ту и 
другую сторону центра квадрата. Пусть 2@ ебсль длина д1юганали 
Евадрата, 2 веть разетояне матеральной точки от цевтра. для конца 
времени / и (2) выражаеть ускорительную силу нритяжети каждаго 
изь центровь на разстонни рарномь +. Дъищене матеральной точки 
очевидно выразится уравненемт: 
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[2 
Ива 


т 


Ди = 9- = (ана) (ИЯ на 


Разлагая функцию ф по стеленямь 2, предполагаемаго весьма малыш, 
Е] пренебрегая вторыми и боле вмспимия степенями отт, ©, получаемъ: 


| о -- 8 9, 


Полагая для краткости 
2 [79 - +9 = м, 


получимь для движешя матеральной точка уравнеше: 


т 


#. 
= — 4х, 


ты 


совершенло тожественное съ уравнешемт. (16), я потому и пе ста- 
немъ дазе останавливаться па его интегрирован, 

$ 10. Перейдежь теперь къ другаго рода задачамь. До сихъ 
поръ мы предполагали, что матеральная точка притягивается къ ие 
подвижному центру пли отталкивается оть такого центра; предполо- 
жимъ теперь, что центрь притяженя или отталкиваня самт, движется 
по той же прямой лиш, по которой лвижетея притягаваемая или 
отталкиваемая матеральная точка. 

Пусть 0 (см. табл. 3, черт, 19} есть неподвижное начало воор- 
динзать хи С подвижной центрь силы; пусть онъ движется равно- 
мёрно и ого движене зыражается уравнещемь 


06 =а-+и, 


гд$ а есль коордияата центра въ начелЬ движеня, когда {==0, и В 
есть постовнная скорость движеня центра. Пусть матеральвея точка 
находител въ концё времени # въ М и ея положене опредфляется 
хоординатою 2==0М. Пусть м? есть сила притяжешя на единацу 
разстоявя и нуеть иратяжее матеральной точей къ подважному 
центру пропорщюнально пой слепени разстояя между нами. Тогда 
движеше матеральной точки выразится уравненем»: 
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ж=- иг а-— м). 


Полагая 
в —а— М==а, {30) 


"дз вовое перемвнное < будеть опредфлять положене иатеральной 
точки въ отяошеши подвижнаго центра силы, уравнеше движения ма- 
теральной точки представиих под видомъ: 


45 а 
ии 

Это уравнене одниаково съ уравяешемь (9), которое уже было разо- 
брано въ 88 Зи 4 этой главы; только замфтимт, чо какь 2 опред#- 
ляеть положенще матеральной точки въ отпошентн подвижной точки 


45 . : 
С, лавъ и р будоть опредблять скорость матерйальвой точки относп- 


тельно той же подвияитой точки С, относительную скорость, которая. 
какт, легко получить изт. уравнев!я (30), будеть равняться разности 
дЪйствательной (абеолютцой) скорости матеральной точки и скорости 
подвижной точки (С: 


Остановимся только на томъ случаФ, когда п == 
движеня матеральной точки принимает видъ: 


тогда уравнеше 


#2 . 
в=7 и 


8 0614й иптеграль такого уравневя, какъ мы видфли, будете: 
4 = Аз (1) -+ В 008 (м/), 


гдЪ Аи В ерть произвольныя поетоянныя величниы, и слёдовательно, 
по уравнентю (80), 


зе Аза (м) + 80$ (4). {31) 


Злая величины коордипаты 2 матеральной точки п ея спорости 
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ат . 
ур АЯ паче в движешыя, при 20, его опредёлимъ произволь- 


выя постоянныя А и В. Пусть при г =0 


положиль { = 0 въ уравневи (31) а вь уравненя 


42 ; 
щ=} -. Ам 003 (0) — Ви за (и), 
получаемъ: 

4—8 


м 


В=а- в, 
и слёловательно: . 
—5 

е=жени + 8 


810 (ш/) + (а—@) в08 (0). 


Еслибы сила, дЪИствующая изъ подвижнаго центра С на матераль- 
ную точку, была, отталкивающах, пропорщюнальная пой слепени раз- 
столнм между матемальною точкою и подвижнымь центромь, то 


уравиов!е движеня матерельной точги было-бы 
2х 
ж=+ и(а-а—5).. 


Полагая по прежнему 
—а— Иа, 


получимь уравноне движев!я матеральной точки подь видомъ: 


425 р 
= и =“. 
Это уравнеше одиналово съ уравненемь (18), которое было уже 
разобрано въ & 5 и 6. 

Остановимся только снова на случа®, когда в = 1; тогда урав- 
неше движешя принимаегь видъ: 


го РИА 
18 
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а обищй ипаеграль этого уравценя. хазь мы вафли, будеть 


в: —ш 
з==4 + Ве ' 


и слФдовалельно 


маны Ве №. (32) 
Отсюда 
шй — 
ее =Ь + дыме — Вие ". (33) 


Полатая, что при начал» движен1я, гогда ( =0, координата == а 
45 ВА 

в скорость у =, изъ уравкенй (32) и (33), вт, которыхь { 
Я 

положено равнымтъ нулю, получаемь уравнешя, изъ которыхь легко 

онредФляютен произвольныя посхоянныя 4 и В: 


$ И. Въ предшествующемь примёр® ми предполагали, что 
притягиваюний или оттальиваюний центру С (табл. 3, черт. 19) иметь 
равномфрное двожене н координата опрелбляющая его ноложене вы- 
ражается фупкщею первой степени относительно времени. Пусть дви- 
жеше центра С относительно пеподвижнаго пазала воординать 0 вы- 
ражается уравнененъ: 


Об=а-- и + ее + ев, (34) 


тдВ ОС есть воординала, опредфляющал положеше центра С для конца 
времени { и гдф а, 6, с, е суть постонивыя величины. Уравнене дви- 
женя матеральной точки, которой положен для конца времени { 
опредфляется координатою 2 == ОМ, при дВйстви ирититивающей силы, 
пропорщюнальвой разстояню матеральной точкл отф центра, будетъ: 


фе 
. р 
Положниь 


== — (да И). 


ааа} (35) 
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тогда предъидущее уравцеше движенй праметь видь: 


= и 81 г й 1) 
Положивши же снова 
& Е 6 ==, {35) 
г ош 


предъидущее уравнеше движеня матеральной точки представимъ подъ 


вадомь 
и 


ж=- ди. 
С 


Интеграль этого уравнены, вавь мы зидфаи, будеты 


и = Ая (м) + В 003 (м0, 


тлф Аи В суть произвольных постоянвыя величины. 

Ветавляя найденную пеличину м въ уравнени (36} и опрехёляя 
потомъ 2; ветавяяя найденную такимъ образомь величану 3 въ урав- 
иене (35) ип опредёляя +, полузаежь навонець: 


%=4- 2 = (› — ыу но 28 + Аз (м1) + Во9з (40). 
Ра и) 
Отсюда: 
4 6е\ а . 
== (ь — —5} + 261 - Зе + Ам.008 (иё) — Выв (м1). 


Полагая въ сихь выражешяхь для © и и время { =0 и предполагая, 
что пазальныя величины фи соотв тетвенно сутьади В, находимъ 
величины произвольвыхь постоянных: 


2 
В=е-е+ = 
.- 6 

А = 8—2 -= = 
и & 


Еслибы движене центра силы совершалось ирн дйстви постоянной 
силы, то движене его было-бы равномфрно ускорительное нли равно- 
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нфрно замедленное (ем. 8 1), н тогда-бы въ уравненм (34) коеффи- 
щенты с =0, а было-бы координата пачальнаго положешя центра, 
$ — начальная его скорость, а 2е выражало-бы ускорительную силу 
или, что все равно, ускореше. На основашя предъидущато легко ви- 
дёть, какъ должно было-бы поступаль въ томъ случаЪ, когда сила 
была-бы отталкивающею. 


$ 12. Пусть дв матеральныя точки, которыхъ маесы суть т 
и т’, пратативаются другь къ другу пропорщонально ихъ массамъ и 
взаимному ихъ разстояю между собою; опредфаимь ихъ положеше 
дав конца времени $, предполагая, что въ пачалЪ времени # скороети 
малеральныхь точекъ были равны вулю. 


Пусть положен натеральныхь точекь м и п’, находящихея въ 
конц времени { (табл, 3, черт. 20) яь М и №, опрелфлено въ отно- 
теши неподвижнаго начала воординать 0 соотвфлетвенно координа- 
тамь # = ОМ и 4’ — 0)"; пусть м? есть велизина силы пратяженя 
между точками на разетояна равпомъ еднивиф, еслабы притомъ изоса 
важлой изъ точекъ равиялась единиц; сила дфйствующая между 
точками массъ т и т’ на разстояши (2’—2) будетъ 


ти’ (2—2); 
. ускорительная сила, дайствующан на точку 2+ будетъ 
ви? (а'— 2), 
и ускорительная сала, дЪйствующая ка точиу м” будеть 
ти*(х'—). 


Уравнемя движеши матерфальныхь точекь т и ш’ будуть соотвёт- 
ственно: 


[а В 

= т’ (2—2) 

фай пи —в) (37) 
А 


Поипожниь первое изъ сахь уравненй на т, & второе ва м, в 
скаадывал ихъ нотомъ между собою, получаем: 
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фо ‚Фа в. 
Л — 
Г #^ 


Иятегрироваше этого уравпеня даеть прямо: 


тдф С есть произвольное постоянное. Такъ кажь въ начаяв движеня, 
и0 предиоложению, скорости матемальныхь точень равналноь вулю, 
то С=0, и слёдовательно инЗенъ: 


Интегрируя это уравнеше, находимъ: 
та + т! С, 


гдё С, есть произвольное постоянное. Если въ начал движеня по- 
ложене матеральныхь точекь соотвфтственно опредвзялось коорди- 
НЗТАНИ Х==а И 5’ —0', 10 


С, = та + т’о’, 
в сяВдовательно 
п т’! — та + т’а’, (38) 


Вычея уравненя 37) одно изъ другаго, каходимъ: 


#2 Фе 
= т’ , 

и = и т) (#'—2). 
ще — д = — м + т) (8) 
Введенъ сюда новое перемфиное д, положивь д == 2’—#; тогда предъ. 
идущее уравнене приметь видъ 

2 

— (т! 

м И" + №). 

жи + =) 
Помножая 06% части этого уравнешя на 4ё и интегрируя его нпо- 


томъ, находимъ: 


а 
({) = 0. — ит’ та. 


342 
Такъ какь въ начал® движешя, ши: зыща’— а, 


43 __ 02’ 


аш 


то 


== деи" + т) (&—и) 
и сл довательно: 
42? 


С ит" в Ш 
д, =и (т’-н №) [(#— а 


Отсюда имфемь: 


(и! т 


ТАЪ удерживаемт, знак» —, тавъ кавт со временемъ = умевьшается. 
Интеграль предъидущаго выражена будегьы: 


. 
{ты м) мб -- С, == агё 608 | 


и’ 


Такъ вакь при /==0 перемъиное з = ч’--а, то С=0, и мн имфемь: 


= (0’--а} воз (мт м). (39) 


Уравнея (38) и (39) лають намъ наковець возиожноеть оиред$- 
аить ди д’. 
Изь уравнев:я (39) видимь, что при 
п 


о 
Зи ли-т 


мазеральныя точви сойдутся между собою. Ветавляя эту величину Е 
въ выраженю кля 2, получаем коордивату точки соединеня движу- 
щихся матеральныхь точекъ. 


Точва опредвляемая координатою 


— жд ви" 


тт 


есть точка центра тяжести; уравпене (38) моказываеть, что при дви- 
женм матеральныхь точекъ, взаимно иритягазающихея, центрь тя- 
вести ихъ будеть оставаться неподвижнымь. 
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И. Примбры прямолинейнаго движешя матеральной точки при дЪй- 
ствм силы, зависящей оть скорости, 


$ 13. Въ третьей глаз въ сталь о сопротивлешя мы виджли, 
что сопрэтивлен® среды движению прямо пропорщонально пяотности 
среды о, площади « паибольшаго еБченя, сдФланнаго въ движущемси 
тётВ перпендикулярно къ паяравленйо движеня, п квадрату скорости 
+, тавъ что сопротивлене 
Во и, 


тдЪ К есть чиеловой коеффишенть. Разяфливь это риражеме. на массу 
двяжущагося тфла, иолучимъ ускорительную свлу соиротавлешя, имфю- 
щую на’ равлеве ирямо - протизуположное съ направлешемь дважешя 
тЕла. 

Разсмотримъ случай паденя т®ла, привамаемаго за матеральную 
точву, вв сопротираяющейся срединф, воздухЪ, съ неболылой высоты, 
такъ что паиражею силы тяжести можно ирипимать постояннымъ; 
пуеть пратомъ пазчальная скорость равняетея нулю. На задающее то 
будуть дфйствовать дв силы: сила тажести , которой ускореше есть 
9 и котовой направлеше сониадаеть съ паправлешемь оси доордя- 
нать 2, и сила сопротивлешял воздуха, которой ускорсше есть 


фо 
——, 


т 


если м ееть масса падающато тфла. Чтобы продотавить послднее 
выражене въ менфе сложкомъ видф, означиму чрезъ 52 величину 
скорости даннаго тбла, при которой ускорительная сила сопротивленйя 
раввялась-бы ускорительной сияф тяжести; тогда 

Кое 4 


и 


и усворительная сила сопротавлешя иредставится подъ видомъ 


Уравнеме дваженя издающей матерлельной точки будеть: 


= 40) 
= 8 (40) 
Отсюда 
Интегрируя это выражене, находимъ 
_ Е + ") 41 
#1 = 28 2—5” 410) 


въ предположени, что при {==0 скорость ,—0. Изъ предъидущаго 
уразнев!я находимъ скорость у матеральой точви для конца вре- 
мени #: 


Помножая об части этого ураваенйя на 4 и иятегрируя, получаем 
пройдеявое матеральною точкою пространство 2 въ продолжене вре- 
мени #: 


и и 
2” 27-е ® 
== 7% (= } (42) 


въ предположения, что & —0 при #=0. 


Тавимь образомъ мы вашли скорость и пройденное пространство 
въ функщяхь времени /; чтобы найти зависимость между ии, 
можно-бы исключить время { изъ уравно (41) и (42); во мы мо- 
жемъ сдфлать это боле прямымъ рутемъ, исвлючивши & изъ уравне- 
ва движеня матеральной точки (40) помоцйю уравнения: 


42 


= 


Уразнеше движен/я представатея тогда похъ вадомъ: 


р: 


24 и 
42 - 9( } 
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Отсюда, отдзаимии перемёниыя, по интегрированы находим: 
{43) 


предполагая, что при 2 ==0 скорость » = 0. Изъ предъидущаео урав- 
ценя находамъ скорость 


и потомь время, употребленное малертальною точкою для прохожденя 
прастранетва 2, 


$ 14. Опред®лимт теперь дважене въ сопротивляющейся средан® 
{воздух 8) брошеннаго вверхъ т ла, изъ точки, принятой за начало коорди- 
затъ, с0 скоростю *,; пусть по прежнему направлеше осн коорди- 
нать 2? взлто въ паправлевщи салы тяжести. Такъ какь направлене 
сила сопротивленя ири двишешти матеральной точки вверхь будетъ 
совпадать съ направлещемь силы тяжеети, 10 уравневе движешя ма- 
теральной точки будеть: 


Фа _ 4 __ 3 
веи =!" 2. (44) 
Отсюда: ` 
К ф 
= м. Зин 
Иатегрируя, находим: 
= изв ($) — 5. 


Такт, накъ ира / == 0 скорость # = —*,, 10 


13 
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и езфдовалельно: 


Гас Зы , 
лы, | 


Отсюда находимъ: 


4х 
Замфнян + чрез Тр" "отомь интегрирул, паходимь: 


Е и \ 
‚= 155 [дея ($) + вт (5) + 6. 
Если 2 =0 при /==0, то 
‚4 
о-в, 


в сафдовательно 


2 РА $). м (5. 


Танимт, обраломъ мы нашли скорость и пройденное матеральною точ- 
кею пространство вь фуикщихь времени Г. Чтобы оиредфлить зависи- 
мость мевду ри 2, изъ уравнея движения (44) иевлючимь «, за- 


4 
мфнивь его —-; тогда получимъ: 
® 


в.д 


р 


и по нлзеграци 


= и (еьуь с 
2, 05 (2 +) + С. 


Такъ как, при х==0 скорость у=-1,, то 


Е 106 (42+ в) 


= 


в сяфдовательно 


Фслибы мы желали опредфляте наиболыпую высоту Н, па которую 
натеральнал точка подняметеи, и время Т, въ продолжене нотораго 
она поднимется на эту высоту, то вь выраженяхь для жи { падобне 
ПОЛОЖИТЬ # ==0, и тотда мы имфем: 


(45) 


Чтобы опред®лить скорость и, съ которою матеральная точка воя- 
вратится вазадь въ ту точку, сь которой она брошена, надобио ть 
уравнении (43) положить 2 раввымь наибольшей высоть, на которую 
матеральная точка поднялась, вменно 
20 


рю! 


сии 


тогда мы имфемъ: 


= . 
ой 

Отсюда видимт, что маторальная точка возвратится кк тому мфету, 
съ котораго она брошена вверхь, съ меньшею скоростйо нротивъ ся 
пачааьной скорости %. Ветавляя пайдонную величину и въ выраже- 
ие (41) вывсто у, находимь вромя Т, писходищего движешл мате- 
Мальной точки: 


Иа + %] . 
== 08 2 . . 
ри [я нь | {46) 


о 


Овладывая выражемя (45) и (46) дя Та Т, мы легко опредёоныь 
время полиаго движешя матеральной точки Т -+-Т„. Зная изъ наблю- 
девй величину 9`-+.Т, в назальную величину скорости ®,, мы могли- 
бы опредфлать 0, а слбдовательно зеличаяу силы сопротизлеяы в03- 
духа. 
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$ 15. Мы уже указали въ $ 4-мъ главы 2-й, что имФють зна- 
чене еще тё случаи, когда ускорительная сила есть функщя разстоя- 
ня или пройленнаго пространства 2 м скорости 2; тогда рёшене во 
проса праводится къ внтегрированно дифференщальнаго уравнешя 1-го 
порядка. Мы остановвмся ссобенно ва томъ случаЪ, когда ускореше 
выражаетея тавимъ образомъ: 


Ка) 5 Аз. 


Ускореню приводитея къ такому выражению тогда, когда на мале- 
Мальшую точку дфйствуютъ сила, зависящая ‘оть разетояшя, и сила 
сопротивленя среды, плотность которой 68 настоянна, казь мы до 
сихъ порь предполагали, по есть фунния разстояня 2. Уравнене дви- 
женя въ этомь случа будетъ; 


4 — в) Ред 


реа 
ила, по вставкф — выфето 4 
$ . 


а) + Рая 


Положавъ +? —= и, мы преобразуемь предъидущее уравкене въ лвней- 
пое дифференцальное уравнене 1-10 порядка: 


4% . 
#- 2Р(з).и — 2/(#) 


(47) 


которое легко интегрировать. Положамъ 
и—=б.т, 


тд д ву суть двф веномогалольныя функщи оть 2, изь коихь одну 
мы можемъ выбирать по произволу. Вставлия дар вмфсто = въ урав- 
пене (47), находимъ: 


ав 11а 
у. [ ЧА 2Р(е).6 | + в — 2/2) 


Мы можемъ всегда избрать @ такою фунищею, чтобы 
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46 
в- 3..8 = 0, {48) 
в савдовательно , 
4 
в. — 2) = 0. {49) 


Уравнен!е (48), представленное подъ водомъ: 


9. 
г = (ее, 


Застъ интеграль: 
0= зада 


Иан: 
в 2 ‚Иа 


Вставаяя найденную величину для 0 въ уравнеме (49), получаем: 


ЭД Еель 


р = Эра а.е 


Иятегрируя это выражене въ предфлахь оть $ -=а до д = и н0- 
латая, что = у. при х=а, находимъ; 


® 


Ее 
у, 1 2[ ев е уе ый 
й сзБдовательно 
г . И 
ви |, + 2 [гаш Л в «Ля» . 


в 


ели пра х-=а скорость э==:,, то изъ предъидущаго уравае тя 
получаемь: 


в =, 
| 


[ 8, Ее) ] 


= 
раны в [* м] в 2 | Даа, еее (50) 


. 
« 


350 


Приложинъ эту формулу 55 иВноторымъ частнымъ случаямъ. Нозо- 
ЖИЯЪ, 970 матеральная точка, притягивается къ неподвикному центру, 
принятому за начало хкоординать =, обратло пропоршолально кубу 
зазстоннй матеральной точки оть цептра, такь что ускорительная 
снай АБИствующан на матеральную точху будеть равиа 


Ш 

ай? 
ГА м? есть ускорительная сила притяжены на разстояни раввомъ 
едавицВ. Пусть матеральная точка при своемь движеши встрёчаеть 
сопротивлен!е среды, которой плотность измфнлется обрахпо пропор- 
юнально квадратамъ разстоявАя отъ центра, такъ что плотность 


тд о, есть плотность среды на разстоянш ревномъ елинац®, Оза- 
зая чрезъ в массу движущагося тВла, припимаемаго за матеральную 
точку, трезь ш —- илощедь сфченя, периендикулярнаго къ направле- 
но движешя, получимь для ускорительной сизы сопротивленя вы» 
ражеше 
Ной де. , 
т т 


тд№ Ё есть числовой коеффищенть и глВ для простоты мы цозожиля 


= Фе. 
еЗ 


Пусть пратоиъ для начала движеня & == @ и соотв®тетвующая 
скорость г = Уравнене  движеня  матеральной точка бу- 
деть; 


Сраввивая частный случай съ общимт, выфемъ: 


2 


=, Ра) = 


81 


в сабдовательно 


Полагая 


По всзавкф найденныхь интеграловь въ выражеше (50), получаем® 
наконець: 


$ 16. Перейдемь вт. другому примёру. ТВло, надающее въ в0з- 
духЪ, ветрЬчаеть сопротивлене среды, которой плотноеть постоянно 
увеличирается, ибо воздух, составяяюнй нашу атмосферу, находится 
также подь дЪЙстиемъ тяжести; на движение тёль, падающихь въ в03- 
духВ н имфющихь малую илотность, изыфнене плотности атмосферы 
можегь Иль влян@, которое должно принимать въ разсчеть. При- 
нимая дЁйстйе тяжести постояннымь, принимая таже температуру 
воздуха постояпиою, равною «редией температур на вееит. протяже- 
ви тадешн, мы можемъ изг формуль гехродивамики получать плот- 


ность 


92 


е= в. 2", 
РАВ ©, есть илотноен, воздуха въ точаф, прапатой за начало коорди- 


[22 
нать х, считаемыхь по направлению тяжести, & т равняетса отвоше- 
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лю между давленемь атмосферы на сдявацу площади и вёеонъ единицы 


объема воздуха. Ускорительная сила сопротпваенн воздуха слёдова- 
тельно будеть: 


2. 


$ . : 
если положим для краткости р =: Уравнене движеня падаю- 


щей матеральной точзи стёдовательно будет: 


92 


® _ “о 
м9 6. ‚й. 


Сравнивая этоть случай съ общимъ, имемт: 
Ее 
де-ь Кем“ 
и елбдовательно 
р 


[ео = _ 12“ 
. Юр 


9 


ы 2 ео 
[еде в [42.27 , 61) 


Послёднйй интеграль можно взять только приближепно, Мы сказали, 
а . . . 

зто т равизется отноменио между давлешемъ атмосферы па еди- 
9 


зяцу площади в рВеомъ едилвцы объема воздуха. Это отношене пред- 
ставллеть весьма большую величапу; толт при широт Парижа, есаи 
метрь привимать за едивяцу длины, это отношене ири поверхности 
земли приблизительно будетъ: 


(3 
= 7992,655(1 + дл), 
Я 
тдф 1 есть температура, а 0 есть численный коеффищенть 0,00367; 
изъ этого видимъ, что надобпо иодияться приблизительно па высоту 


ЕЯ 
1992 метровъ (есля пренебрегать вмявмемъ температуры), чтобы г 
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едфлалоев рамлиамь едимиц®. Газематриваи падет ЗФ на ие очель 
при которыху, тяжеем, можно припимали, поетояи- 
ною п на которыхь удобно паблюдлетен падеше уфа, можно принять 


большихл, высота 


и 


г" —=1-+- 


гдВ < есть величина мепыная единицы; тогда 


9х 


— = 1951 + 4) == — 
а 


Отсюда 
ры 1-4. 
Ра 


Замиия танамт, образом вт, послфдиемь интеграл$ (51) перемниое 
х повымт персубвиымъ 1, паходамъ: 


а ото омражене ралбипаетея на пнтегралы, которые легко взять’ каж- 
дый въ отдфльности, доводи нычиелене до мезаемой точно 


Предполагая, что въ нача двнжен свороеть равиялаеь вузы, 
цю уравиевно (50) паходнлы 


Зи 
р = 


20 


едфавлось равиау, единицу, матривая паден тфль ма не очень 
‚, Ири кохорыхь тажесть можно принимать постоян- 


ною и на которых удобно паблюдаетея падеше тфль, можно пренять 


большихь высотах 


2 


е" =1+-% 


тдф < есть велванна мепьшая сдиняци; тогда 
„2 


уе 
а — 0$ (1 + 3) ==2— 5 


Отсюда 


Ч: = — 


9 ь 


Замфнля такимь образомт вт поел6диемь интегралв (51) переынное 
д повымъ персмивимь 4, чаходимъ: 


|, 


& это выражен! разбивается на. питегралы, которые легко взять каж- 
дый въ отдЪфльности, доводи вычиелеше до желаемой точноети. 


Предполатая, что вь пачалф движешя скорость равиялаеь нулю, 
ю уравненио (50) находвмы 


20 
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ГЛАВА 5 


1. Примфры нриволинейнаго двиненя при дёйстви силы постоянной 
и силы, зависящей отъ разетояня, 


$ 1. Пристунимь къ разсмотрЬвно диикешя свободной матер ®ль- 
ной точка въ т6хъ елучаяхь, когда ванравлене сваы, дёйствующей 
на матеральную точву, ие совпадаеть съ направлещемь движеня и 
когда. слФдовательно происходить презоланейное дваженще, и обратимея 
сперва въ движеню при дёйстыи постоянной силы. 

Раземотрныъ движеве матеральной точка, брошенной иодъ из- 
вфетнымъ угломь къ горизоату ин подвержентой дфстью тажести; 
предполагая, что перемфщен:е матеральной точки въ горазоитальномт. 
и вертикальном направлениях въ продолжен ея движеня пе слииг- 
вомъ велико, мн можемь ускорительпую силу тизести принвмаль но- 
стоянною какъ по величин, такъ и но направленно. ВыбстВ съ м5 
въ настомщемь случав мы будемь пренебрегать вопротивленент воз- 
духа. 

Тавкъ кавъ направлеше тяжести постоянно, то путь (траектория }, 
описанный брошенною матеральною точкою, будеть плоская кривая 
лия, именно — эта вравая будеть находиться въ вертикальной илос- 
вости, проходящей чрезь лаправлене начальной скороств. Пуеть ма- 
тер!альлая точка въ начал» времени { находится въ 4 (таб. 8 черт. 21), 
иыфл пачольную скорость #, Припииая А за начало координатъ, про- 
зедемт ось коордипать х горизонтально въ плоскоети дзнжениы, а 066 
воординать у вертикально зъ паправлеи, ирямо-иротивуположномт 
АЖйствНо тяжести, которой ускореше, по прежнему, будемь озцачать 
чрезт 9; пусть уголь, соетавленпый направленемь начальной скорости 
®, ©ь горизонтальною осыо д будеть а, Такъ какъ двищене матермаль- 
ной точка будеть происходить въ плоскости, го оно опредБлится только 
двумя уравяетями: 


22 Фу 
Е ав 


Такь вакъ въ енхь уравненшхь ‘персибнныя хи у раздбаены, то 


каждое изъ уравлевй будегь интегрироваться отдВльно, и витегралы 
ихь будуть 


Е 


где п с суть пройзвольных постоянных величины ; по такЪ кавъ 


Ч 
ири #-=0 наяальныя веянтишы скоростей и г но осям сиу 
й 
соотьфтетвенно будуть 2,008 и ин в зпа, то 
=, се и яна 
и сабловательно 
Их ° @у . 
— $08 “< — = зна — 
& ы 2 ы =. 


Иптегралами снхъ уравненй будуть 


х 


5 60а, У 


, (1) 


гдё мы ие грабаваяеуъ  пронзвольпыхь постоянныхь, пбо при # = 
координаты $ и Е тоже становятея но условно равными нулю. Урав- 
неятя (1) ‘показывают, что движете матеральной точки по горизо- 
тальному палравленю будеть соверталься равпомрно съ постоянною 
скороетйо $, соз о, а по вертикальному—съ постояинымъ ускорещемт, 
тавъ канъ-бы матеральная точь двигалась при г дьйств тяжести, по- 
лучлвь по направленно оёи. у иалальтую скорость о 5 а. 


Искаючивь Г изъ ураввенй (1), получаемъ уравнеше траектора 
мателальной точки А № В; 


, (2) 


уаша — 


уравнене параболы, которой ось паралаельпа оеи коордннать у и ст- 
довательно вертикальца, которая своими вЪтвяма обращена, впизъ п 
къ которой касательная аийя въ началБ движения совпадасть съ на- 
правленемъ пачальной скорости матеральной точен. 


Ветавлия вт уравнешс `(2) вмфето $. и у соотвётетвенно 2; а 
ими приравинвая вв нолучепномь уравнени коеффищенть пря 
2, Равно как в постояныый’ член, пулю, нолучаемь уравнеше па- 
раболы, отнебониой кь ел вершнив: 


ВАЗ @ 608 & 


——, 


[< 


(3) 


Разстояе дирентрисы НО, которая нарааледьна оси координагь х, 
оть вершины параболы саБдовательно будеть 


р 
3 


а оть оси коордивать 2: 


Отсюда визимь, чте полощене днректрисы не зависить отъ усла и, 
падъ воторымь была бреиена матеральная точка, и потому для в 
чараболь, описмеаемыхь маторальними точками, буюшенныхи 1 
цой и тов ще точки съ одиою в тою 


ъ 
од 
© скороетйо подъ какимъ-бы 
будоть общая дирентряса. Разотоя- 
не общей директрисм оть точвн, ст, которой была Прюшепа матераль- 
нал точка, равияется высот$, на которую поднилаеь-бы маторальная 
точка, еслибы она была брошена оверхь вертикально со скороейю +. 


зо ни быдло угломт кь горизонт 


Разетоные фокуса параболы оть оси коордниатт х будеть 


В № 
о 


2 9 


разстолще же фокуса оть начала ноордонать будет равно 


ги 
2 › 


а слбхорательно пезаросимо оть угла «у отеюля видим, что фокусы 
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вефхь параболь, описываемыхъ матеральными точками, бропенными 
изъ одной П`тОЙ же точки съ одною и тою же скоростю, будуть па- 
ходитьсл на окружности НРТ, описанной изъ начала координатъ казъ 
изъ центра радусонь равиымъ разстоянйю директриеы оть пачала 
координать, за которое принята точка начальнаго положещя движу- 
щейся матеральной точки. 

Исвлючивши уголь бросая « изъ уравнешй (3), въ которыхъ 
аи р, ксордиваты вершины параболы, разсматриваются перемфиныии, 
получаемъ ураввене кривой, на которой будуть находиться вершины 
веЪуъ параболь, получаемыхь при одной и той же начальной скоро- 
сти г, и при произвольномь угл бросашя а: 


ват 20 


Это есть уравнейю элиневсд, котораго менышпан” главная ев равяая 


РО 3 


р 
5: сопиадяегь ©ъ осью коордияать у, а большая ось разная -®° па- 
ы Ю 


раллельна оеп координать 2, и который, будучи расположенъ между 
осью коорлиналть © и общею диревтрисою, касается той и другой лин. 

Легко получить озибающую (епуферре) вехъ параболь, соот- 
ввтетвующихь разаичиниь велченамь угла « при постояинов и8- 
чазьиой скорости г,, исключивъ” уголь и между общимь уравнешемъ 
сихъ ани (2) и прюваводнымь оть него зразнешемь, взятымь по 
а, именно; 


(4) 


Это уравнеще погазываеть, что огибающан есть также парабола, рас- 
положовная по оси в, обраценияя своими вфтвями знизь и янфющая 


свою верпиту на положительной сторонф оси координать у вЪ раз- 
з 

% 

стояниг от, начала координать павномь с-, слбдовательно васатель- 


у 


вая свеею пералиою къ общей директрисв параболь. 
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Изслёдуа свойства траекторш, онисываеной броленною матераль- 
иою точною, мы полагали уголь бросшия « взиБняющилел, а назаль- 
ную скорость у, постоянною; предположимь теперь, что при постояя- 
помъ а ввыбняется ©) Исключивъ перемфинос и, п5ъ уравнен (3), 
опредфлающихь коордниаты @ и $ вершины параболы, получаем: 


уравиеше прямой лини, Оно показывасть, что вс$ вершины. параболъ 
будуть лежать на прямой лин, которая разяляеть пополамь отрфзкй 
вортикальвыхь лин, заключающиеся между ностолилымь направле- 
немь начальной <корости н горизоптальною осыо воординать $. 


Координаты &; у фовуса параболы будуть: 


Меквлючивь озсюда иерем®нное #,, получаемь : 
= - 600524, 


уравяее прямой ливш. Отсюда заклочаемь, что всф фокуем пара- 
боль, описываслыхь матеральною точкою при одяомь и Томь же угя% 
бросая «, но съ неремфиною пачальною своросмю ®,, будуть пахо- 
диться па одной прямой лин. Разематривая вс чаправлешя. пачаль- 
ной скороети % заключающияея межлу торизонтальнымт направ.тс- 
мемъ оси оордаиать = и пертехальвымь ваправлешемь оси коорди- 
натъ у, изъ предъидущаго уравнены вихимъ, что если « ==45°, то 
фокусы параболь будуть находиться на оси координать $; если уголь 
«<45°, то фокусы параболь будуть находиться пнже горвзонтальной 
ося координать, а пра углф «> 45° — будуть паходиться више горн- 
зоптальной лияйт. 

$2: На основами предъидущихь формуль, выражающихь свой- 
СРИА тунектори, опиемваемой бротепною матеральною точкою, легко 
Беать многе вопросы, имуоние практическое значеше въ базлиетикъ, 
при опредфлен!я движеия. огнесгрфльныхь спарядовь (иузь, ндерт); 
найдениыя ‘формулы составаяють первое приближен пра рнеши 
подобныхь вопросов»; 
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ПВозволя въ квадратт и потомь складыная наёленный вираженя 


Чу Е 
де’ Получаем квадрать скорости о хатеральной точкй для 


зсянаго времени #: 


2 
= и — 99 („’ эвм — 5.) 


зли, обративъ виимане па второе пзъ уравненй (1), —- для всякой 
точви траектории: 


2—2. ан — 5 . 
фи 59 [№ ] 


Это выражене для 5? показываеть, что матеральная точка въ изв ст- 
пом мфезВ траектои будеть имфть точно такую же скорость, ка- 
кую-бы ова нмЁла, падая по вертикальной ли оть даретрисы до 
этого м$сла. 


Полагая у=0 | 


уравненш траекторм (2), получаемъ для & 
величину [== 48, выражающую здризонтальную дальность полета 
или ео амплитуду: 


202 п <. 603 © 


|= 
Й 


Это уравнеше показываеть, что наибольшая дальность полета будеть 
при’ а =45°; ошо повазываеть также, что при двухъ углахъ бросавя, 
служащихь другь другу донолненемь до 907, или, что вое равно, при 
лвухь направленнхь иачальной скорости о,, составтяющихъ равные 
услы съ лашею, наълоцениою къ горизопту нодъ утдомь въ 45°, го- 
ризонтальная дальность полета будеть одинакова, Вставляя найденную 
зеличину | въ первое изт. уравневй (1}. вафсто. 2, найдемт время Т, 
85 которое матеральная точка достигнеть. горизонтальной оси коор- 
дачать 2: 

__ та 


И 


т 


> .. 


Положимъ, что лия А, накловена къ горизонтальной оса коорди- 
нать 2 иодъ угломъ В, такъ что уравнеше ея будеть 


9—8. (6} 
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и требуетсл опредфлять дальность полета /, == АВ, отпосительно этой 
наклонной лин. Озназая през, 2, в у, коордипаты точии В, пере- 
сфчешя параболы сь наклонною лищею 48, певлючниь у и { изъ 
уравпемй (1) и (6); тогда получим 


207 сока зи (#— В) 


1 у Ру: 


и саЪдовательно 


= 


Уголь бросая а,, соотвфтетяуюний паибольтей величин® дельностя 
полета |, опредфлатся условемъ: 


63 @, == п (и, —В) == вия в — а 4 в\ 


ИЛИ 
И 
ии + 2,. 
Отеюда 
р (8) 
или 


1/л \ 
ив (7-8) 

Это `показываеть, что направлене начальной скорости, соотв тствую- 
щее памбольшей дальности полега по наклонной лены 48,, разф- 
а я . - 
дяеть уголь ПАВ, == 5. — В пополамь. Уравпене (7) новазываеть 


также, что дальность полета по линёт, павлонениой въ горизонау поль 


угломъ В, будель одинакова при углахь бросан о’ и а”, удовлетво- 
рающихь условио: 


008 а’ мп (а’— В} == 608 а’ в (а”-- В) 
иди 


сов «= ви («’— В) = 0$ Е а 8) 


к я (а’— В) == со <” 
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Отсюдь получвемъ: 


п . ‚ Ср 
я -@ +В ва сна 25 +А. 


Это уравнене показывает, что два угла бросмия, для которихъ даль- 
ность полета одинакова, будуть служить другъ другу дополаещемъ 
д 


до ума 5 + 8. Тавъ вавь притомь по уравненйо (8) вап равзен!е 


своростя и, , соотвётетвующее наибольшей дальности бросая, разд%- 
п 

ляеть уголь равный а" В пополамъ, то завлючаемь, что важдыя 
два направленя своростей, соотвфтствующя одинаковой дальности по- 
лета, состевляють равные углы съ направлещемъ скорости, соотя®т- 
ствующимь нанбодышей дальности полета, 

Если хотимъ опредфлить уголь бросавя © такимъ образомъ, что= 
бы матеральная точка, брошениая со скоростйо и, прошла чрезъ из- 
вфетную точку (цёль), опредфляемую координатами г, и у,, тогда 


и воордянаты должны необходимо удовлетворить уравненйю (2), и 
мы имфемь: 


Ем 
=2 1 ——_. 
Ува 2 сова 9 
Отеюда находимъ: 
ща И а, 
9, 


И такъ, два угла брованйя удовлетворяють требованию, вогда 

и — 209, — Ир > 6; 
одинъ уголь удовлетворить требованю, когда 

5 — оду, — Ра? == 0 (10) 
и задача становится невозможною для удовлетвореня, когда 

%* — Зо — 97а < 0. 


Но уравнене (10) тожественно съ уравнешемъ (5), выражающинъ 
огабающую гараболь, описываемыхь матермальными точками при одя- 
р 
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наковой начальной скорости ©; позтому заключаем, что вопрос че- 
возможень для рёшеня, если точка (2,. у,) дана вн% огибающей па- 
раболы; имфемь одно рёшеню, когда точка (2, у,} лежить на самой 
огабающей параболВ, и наконедь имфемъ два рёшеня, если точка 
(2, у.) левить внутри огибающей параболы, 


Въ предъидущей задазВ мы предполагали искомымъ уголь @ при 
данной начальной скорости; можеть быть и обратное требоваше: найти 
начальную ‘скорость +, при данвомъ углБ а, чтобы матер1альная точка 
въ своемъ движенш прошла чрезъ точку (2,, у,); тогда въ уравне- 
ня (9) искомымъ будеть в. Полагая и = 8, гАВ @ есть уголь, 

а 
составляеный лннею проведенною изъ начала воординать въ точку 


(г, у:) сь горизонтальною осью коордипать, изъ уравыешя (9) по- 
лучаемь: 


ве [о 
° ЕЕ | а ня 


2.1 {@ — В) сова 


ей |. 


$3. До сихь порь при рфшени вопресовт. о движени брешеч- 
ной малеральной точки подъ извфетяымь ухломь к горизонту мы 
пользовались путемь аналитечесвимь; но основываясь н® весьма про- 
стыхъ свойствахь нараболы вообще и на найденныхъ свойствахь па- 
раболь, описываемыхь брошенными матеральными точками, легко рф- 
тать подобные вопросы путемъ геометрическимъ, что ныфеть нфкото- 
рое значене нри пражтической важности разсматриваемато вокроса. 


Пусть 4 (табл. 3, черт. 22) сеть начальное положеще точки, 
пусть ЯР есть общая директриса вефхъ параболь, воторыя соотвфт- 
2 
к . : К 
ствують начальной скорости е,, так® что АН == 2. „ Мы видфли, 910 
7 
фокусы вебхф этихь ийраболь лежать на опружноети, биисамной около 
точки начальнато положея движущейся матеральной точки раду- 
сомъ, равнмыт, разстоянйю директрисы отъ точки вачальнаго положе- 
ня, 8 потому окружность НРР".., опиеаииая около точки 4 ражу- 
сомъ разнымь 4, будеть мфотомь фовусовь вобхь пвраболь, с00т- 
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вВтетвующцихь начальной спорост: ®.; мы будемъ ее называть для 
краткости хруюмз фокусов». 


Пусть дана точка М на лин 45, наклопеяной къ торизонту, и 
требуется найти фокусь той параболы, которая пройдеть чрезъ эту 
точку М. По свойству параболы, разстоящя ея точень оть фокуса и 
оть директрисы равны между собою, а потому опустивь изъ точки М 
периепдикулярь ММ на директрису и описавь из» точии М, вакъ центра, 
рамусомь равным» 2И\ окружность, полузимь точки # и №" пере- 
ебчентя этой окружности съ вругомь фокусовъ; эти точки и будуть 
искомые фопусы параболт, которыя пройдут чрезь точку М; стбдов. 
будуть двф параболы, которыя удовлетворять требованию. Касатель ная 
въ парабол$ въ хавой - нибудь ел тозкф раздфляеть уголь, составаяе- 
этой точви въ фовусъ, и периевдякуля- 


мый лешею, проведенною в 
ромъ, опущеннымь изъ той же точки на директрису, пополамъ, а по- 
тому касательных лин! АТ’и АТ” въ точкВ А къ параболамь, кото- 
фыхь фокусы суть А’ и {", или, что все равно, направления началь- 
вой скорости, соотвфтствующин симъ нараболамъ, будуть дфэить со- 
отвфтственно углы НАР’ и НАР" пополамъ. 


Удаляя точку М болье и болфе оть А по направлению лини 45, 
вадим», что разстояню точки М оть директрисы будегь становатьея 
меньшие, п слфдовательно радусь круга, оцисываемаго изъ точка М, 
будеть становиться также мевыпимь, & точки Ри А" будуть обли- 
жаться между собою; перемфотивь наконець точку М въ точку М, 
для которой фокусы Е’ и И” созьюлея въ одну точеу Л и вру, 
описанный изь точки № , будучи каеательнымь къ директрис®, ста- 
веть сасательнымь и въ кругу фокусовь, увадимъ, что точка М, 6у- 
деть опредфлять наибольшую дальность полета дая иажлонной лини 
45; фювусь параболы, соочвётствующей наябольшей дальности полета, 
будеть сафдовательно въ точкВ пересфчешя лиши 45 съ крутомъ фо- 
кусогь. Чтобы оаредфлить эту точку №№, на лини 4$, надобно найти 
на этой лиши такую точву, около которой можно было-бы описать 
окрухноеть, касательную къ директрисф и кругу фокусовъ; для сего 
въ точкВ И проведемь къ кругу фокусовъ касательную ЁР, которая 
пересфчеть дирентрису въ точкф Р; точва переефчен м лини РЁ, раз- 
двлающей уголь ОРЁ пополам, съ лищею АЗ опредблить искомую 
точку М. Линн АТ, раздбляющая уголь НАР пополамъ, даеть намъ 
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иаправлене начальной скорости, соотвётетвующее наибольшей халь- 
ности полета. Изъ построевя чертежа легко также видфть, что ва- 
правлеше 47 начальной скорости, соотвётствующее найбольтей даль- 
ности полета, дфлтъ пополамъ уголь 747", составляемый двумя на- 
правленяии скорости, дающими равную дальность полета. 


Будемъ измфнять наялонеше къ горезонту ливни 4$, вращая ее 
оволо тозки А, и для каждато наклоненя опредфлять положен! точвя 
М, ‚ соотьфтетвующее паибольчей дальности полета, тогда точка М, 
при своемъ движени образуеть параболу, которой вершина будеть 
въ точк Я, фовуеъ въ точкф А, и которой слЯдоватезьно ось будегъ 
совпадать съ осью у, а горизонтальная диреятриса #Н,0, будеть от- 


стоять оть точ Я или, что все равко, отъ общей диревтрисы пара- 
2 


бозъ ЙО на разстояьте ВЯ, =. ‚ ибо очевидно точка М, будеть вь 


своемъ движени постоянно отетоять какъ оть дирекраеы Н,О,, тавъ 
и оть фокуса А ва равныя разстольйя, что в составляеть существен- 
вое свойство параболы. Эта парабола будетъ озибающею вефхъ пара- 
боль, описанных брошенными матёральными точвамн изъ точки 4 
съ одною и тою же начальною скоросмю т; вавалельпан къ этой 
зараболВ въ точёф М, дфлящяя уголь АМ,/, и касательная въ той же 
тозЕВ 4/, къ описываемой буошенною матеральною точкою параболЪ, 
дёлящая пополамъ уголь АМ,М,, будуть очевидно сливаться между 
собою, и слёдовательно разсмалриваемыя параболы будуть соприка- 
саться межлу собою, что и составляеть существениое свойство освбаю- 
щей и огибаемыхъ. 


Мы опредфлили построешемь нзибольшую дальность полета, для 
наклонной въ горизовту лини, проходящей чрезъ точку 4, т.е. ярезъ 
точку начальнаго положения движущейся матеральной точки; но ио- 
гутъ въ практиев встрёчалься случаи, когда требуется опрехВиеть 
точву напбольщаго полета для какой - нибудь лини 4,5, ве прохода- 
щей чрезь точку 4 (см, таб, 3, черт. 23). На этомъ чертежф точки 
А, НиН, вибють тВ ме зиаченя вакъ и въ чертеж 22-мъ, и слБ- 
довательно лин ИР и И.О, суть соотвфтственно общая директриса 
параболическихь траезторй и директриса огибающей параболы, а кругъ 
НРЬ есть кругь фокусовъ. Изъ предъидущаго легко видфть, что точка #/, 
опредфляющая ваибольшй полеть для лини 4,9, будеть находиться на 
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пересфчени этой лини съ огибающею параболою ИМЕ, которая пред- 
полагается построенною; соединивши найденную такам» образомъ точку 
М съ А пряною лищею, точкою пересфченя этой лини съ кругомъ 
фовусовь опредфлимь фовусъь Р, соотвфтствуюний иараболической 
траектори матеральной точки; лин, дЪяящая уголь ВАМ пополамъ, 
опредёзить направлен начальной скорости. 


Предъядущее опредфаене точки № паибольшаго полета на лия 
4,5, требуеть предварительнаго построевйя огибающей параболы; во 
въ каждомъ данномъ слузаЪ легко обойтись п безъ ея построены. 
Точка М, находясь на зим 4,$,, есть центрь круга касательнаго 
въ вругу фовусовь И] и къ общей двревтрис И параболиче- 
евихъ траекторй или, что все равно, пептръ круга ВАМ, ‚, проходя- 
щаго чрезъ точку 4 и касательнаго къ Н.Ю, даректрисв огибающей 
параболы. Опуставъ изъ точки 4 перпендикулярь ва лин 4,$,. иро- 
дозжимъ его до пересфчен!а съ диревтрасою Я.0, въ точкф О и ви$- 
ств съ тфмъ на немъ отложимь линйо А,В —= А.А. Очевидно, веконый 
зругь №4№,, проходя чрезь точку А, пройдеть и чрезь точку В, в 
линия ОВ будеть для этого круга сфвущею, между тБмь как ОР, 
будетъ касательная; ОМ,, выражающая разстояня точки соприкосво- 
вевя искомаго круга съ директрисою огибающей параболы ОБ, оть 
точки 0, будетъ слфдовательно среднею пропорщональною лищею ие- 
жду извфетными уже пзъ ностроемя лайяма О и ОА; найдя помо- 
щЩю обыкновеннаго построевя величияу лнм ОМ,, опредфлимь та- 
вимЪ образомь точку №; тогда точка переефчевя перпендивуляра, воз- 
ставленнаго изь № въ линя И,0,, съ лищею 4,5, отредфлить иско- 
мую точку М. 


Ртимъ наконець еще сяфдующую задачу помощю построен: найти 
ка лини 45 (таб, 3, чер. 22) такую точку М, въ которой-бы парабодаческая 
траектоя пересфкала лишю А$ подъ прямымъ угломъ. Тавъ какъ 
прямая лан!я МРА раздф аяеть уголь РАИР" поноламь и тажъ вавъ кася- 
тельная ШИг въ параболической траекторуи въ точя5 21 раздфляеть уголь 
РММ тоже пополамъ, то услове, чтобы уголь +4 быль прямымъ, 
ведеть къ заключено, что уголь РИМ лолжень быть равенъ двумъ 
прямымъ, а соВдовательно точки ЛИ и №, отетоя отъ М на равное 
разстоян!е, должны находиться вифст® сь точвою М на одномъ и товъ 
же перпендикулярв зъ общей директрисв. Это завлючеме прямо ве- 
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деть въ ефдующему построеню дан опредфлемя точка М (ем. черт. 
24, таб. 3). Ио вертикальной лини отъ точки А начальнаго положе- 


.2 

; : т 

ня отлагаемь лаю 44, == ЯН == -^., н точку 4, соединяемъ иря- 
Й р : |: 


мою лишею съ точвою 6 пересёченя данной ланш 45 съ общею ди- 
ректрисою 0; точка пересбченя полученпой лини А.С съ кругомъ 
фокусомъ опредёлить памь фокусь Р”; опустивъ из. Р” перпенянку- 
жяръ на диревтрису НИ, опред®лимъ точву М, какъ пересфчене пер- 
пендивуляра съ данною зиязю 45; описавь изъ точни М радусомъ 
МЕ" окружность, опредёлима. позожеше фокуса {’ той параболы, ко- 
торая будеть имфть васательвую № въ точЕз М перпендикулярную 
хъ данной лини 45; раздфливь же уголь ИЛР” пополамъ, опредфлимъ 
соотвфтствующее яаправзен!и начальной скорости 2, Изь чортежа легко 
вадимъ также, что дяя другой параболы, которой Ффокусь будеть въ 
точкф А", точка М будеть служить вериивею, ибо касательная въ 
точкф № для этой параболы будетъ горизонтальная. 


$4. Перейдень къ разсмотрён!ю случаеве дваженя свободной 
матеральной точки, подверженной дйствю силы, направлеще кото- 
рой проходить постоянно чрезь неиодвижную точку, называемую 
центром" силы, и которой величица есть нфкоторая Фунещя разстоя- 
ия наторальной точки оть центра. Подобныя силы пазывають обык- 
новелно центральными. Мы уже видфли во 2-Й тлазф, что пре димй- 
сте центральной силы двцожене происходить всефа вз плоскости, 
пролодящей чрезз центрз силы, п что сльъдовательно траекторя, 
описываемаа матеральною зточкою, есть плоская кривая дея. 
Поэтому положене движущейся матеральной точки можеть быть 
опредфлено коордилатами 2 и у относительно двуху прямоугольныхь 
осей, которыя проведены въ плоекости движейя и которыхъ налало 
находится въ центр® силы. Пусть г есть разетояще движущейся ма- 
теральной точки, опредфляемой перемфнными координатами и у, 
оть центра силы, принитаго за начало прямоугольтыхь осей вооран- 
натъ, а ф ость центральная ускорительная сила, выражаемая функ- 
щею оть г. Пролагая силу ф на оси координат 2 и у, получаем 
соотв тетвенио: 


Е 
ж*, ой, 
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гдв верхьй звавл, {—) будеть относиться къ сил иримивающей 
матеральную точку къ центру, 8 нажи! знакь (--) будетъ относиться 
въ силБ опиналкионющен; по мы будемь въ дальнфйшеме изложеня 
веегда припамать только верхний зная. разематривая ф кавт иоло- 
жительпую величину, когла сила будет притагивающая, и кавъ отри- 
цательну: величину, когда снла будет» отталкизающею. Уравнешя 
движешя матеральной точки, как. это объяснено во 2-й главЪ, 6у- 
дуть 


ФЕ = у у 
Ча тт. (п) 


Тавт, канъ сила центральна, то оть прехъидущихь уравневй иитегря- 
ровашем мм можем перейти хз уравненио площадей, кавъ это по- 
хазано во 2-й главф. Тавь вкакъ сила, афйствующая на матеральную 
точку, есть фувкщя разстояя матеральной точки оть яеподвяжной 
хочви, то интегрировашемъ мн можемъ отъ уравненй (11) перейти къ 
уравненю живыхе силь, каЕЪ это показано въ той же главф. Тавимъ 
образомт мы легко можемт получить два первые интеграла уравие- 
вй (1). Вь самомь дфаЪ, помпоживъ первое изъ уравненй (1) на у, 
а второе на 2 и вычитая одно уравнеше изъ другаго по интегрировав!и 
уаходимь уравнеще площадел 


2.4у — у. == с, (18) 


ТАЗ с есть произвольная постоянная величина. Помнозвивъ уравне- 
вм (1) соотифтетвенно нах и фу и сложивь ахъ потомъ, полузаемь 
уравнене, котораго интеграломт будеть уразнене живыхь силь 


Чая 4 
=” = = -- 2 [4 А, (18) 


ЕАН есть скорость катерйальной точки, а # произвольная постоянная 
величина, введенная интегращею. 


Изъ уравненй (12) и (13), которыхь звачеше уже было прежде 
объяснено во 2-й главф, видимьъ, что вт, разсматриваемомъ слузаз будетъ 
бодфе согласнымь съ характером вопросв употреблеще поллрвыхь 
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воординать, если тольво ва полюсъ пранять центрь силы; примем 
поэтому г а ражусъ - вевтор®, выравающ разетояще матеральной 
точви оть центра свлы, а подъ 6 будемъь подравумфваль угодъ, со- 
ставляемый радгусомь - векторомь съ осью воордивать 2, и преобуа- 
зуемъ уравневя (12) и (13) по новымъ перемфвнымь ги 6. Такъ 
каБъ 
4==16036, уезд, 
16 
2. — у.4% ==1'6, 


(14) 
дай у = а + 1.46%. 


Раздфливши 06% части втораго изъ сихь уралнев ва (Р, полу- 
чаемъ : 
т. 
ти. 
4 Ч 
Это уравнеше повазываетъ, что скорость движетя матеральной 
точки можеть быть разематриваема состоящею изъ скорости ея дви- 


: 4 
жешя вдоль радуса - вектора, гавной #: и изъ скорости движеня 
р ; „ 7.40 
матеральной точки по окружности радуса ”, равной ——-. Что ка- 


4 
сается перзаго изъ уравнен!й (14), то 2.46 выражаеть удвоенвую пло- 
зщадь сектора, описаянаго радусомъ- векторомъ охоло центра въ про- 
хозжеме того времени, когда уголь 9 получить приращене 44. 


Уравненя (12) в (13}, преобразозанныя по поляряныъ координа- 
тамъ, принимають видъ: 


2.49 ей . (15) 


— 9" _ . 
ИИ = ав кь (16) 


Произвозьныя лостоянныя везичины , входяшйя въ эти уравнения, 
легло опредблаются пачатиымъ положешемь движущейся матераль- 
Ной точкя и вапрапленемъ й велитиною ея скорости. 
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Пусть О (см. таб. 3, черт. 25) есть центрь силы принятый за 
нолюсъ воорданать, 4/ — положене матеральной точки въ конф вре- 
мени / и МО слфдовательно есть ращусь векторь г, а уголь МОх 
ееть уголь 9; пусть М? есть положене матеральной точки въ конц 
времени /-+ 4, тогда уголь МОМ’ = 46 и иеренфщене матеральной 
точки по траевтори МИ’ = 43; пусть ММ есть дуга окружности, опи- 
санная ращусомь векторомь №0 — около полюса 0 и разная слЁ- 
довательно г.40, ММ —= 4". Озвачимъ чрезь « уголь, составляемый 
васательною къ траектории въ точЕБ А, изи, что все равно, направ- 
лешемь скорости матеральной точки въ М съ рад1усомъ - векторомъ 
М0, проведеннымь оть точка М къ 0. Изъ безконечио - малато тре- 
угольника И№М имфемь : 


г.10 == 43 па 


#.49 _@ - . 
== Па = #81 о. 


4 4 
Исключан помощю этого ‘уравнев1я 46 изъ уравневя (15), находямъ: 
то м а =. р (17) 


Отноей это уравнеше въ началу времени { и озивчая чревъ г, на- 
чальный радусъ-векторь, чрезъ #, — начальную скорость, а трезь @, 
уголь, соетавляемый направлешемъ начальной скорости съ радусомь 
векторомъ, цолучаемь 


ВЕ 9% . {17’) 
Взявши интеграль, входяций въ уравнеше (16), по даннымъ началь- 
вымь величинамь скорости и радтуса-вектора легко опредфлимъ произ- 


вольное постоянное № Заифняя въ уравневи (16) неопредвленный 
интеграль опуедфлениымь, предотавимъ это уравнене подъ видом 


. 
ви —2 | фа. (18) 
% 


Теорема, выражаемая уравнешемъ (15) и завлючающелся въ тохтъ, что 
при дъяств а центромьной силы площади, опмсываемыя рабусомнз- 
22 
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Зекторомь около центра, пропорональны временамь, вь которыя онь 
опиоаны, озпрыта Ньютопомъ. Завиеимость скорости матеральной 
точки, выражаемая уравпенеыт, (18), только оть разстоавя матераль- 
ной оть центра силы в оть начальныхь величинь этого разстояня 
и скорости, при дфйстьш центральной силы, повазана была также 
Ньыютономъ, 

Исключая @ изъ уравнешй (15) и (16), паходимъ, пра данной 
ускорительной сна ф, уравнеше между ги 9, выражающее траектор!ю, 
опвсываемую матеральною точкою: 


в[ы+-. [вв 
или 
1 > . ` 
в |= + —/ =-2 [4 +ь, (19) 


Нашедии траевторю матеральной точки по данной силф, пзъ 
уравяешя траезтомн и изъ ураввешя (15) легко опредфдить коорди- 
натыг и д въ функшшхъ времени /› Уравнеше (19) опредфляеть траек- 
торлю, описываемую матеральною точкою, при данной сил ф; но 
оно можеть служить и къ р8ёненю обратваго вопроса, т, е. къ опре- 
дёлейю силы ф, когда даша траевлоря описызаемая матеральною 
точкою, когда слёдовательно дано уравнеше выражающее зависимость 
х оть 0. Принимая 6 за независимое перемфиное, дифференцируемъ 
06% части уравнешя (19) по г; тогда получяму: 


Зи (20) 


Второй члень второй частя этого уравнешя опредфлитея по данному 
уравнению траекторий; исключивши потомъ 6 изъ этой части уравне- 
мя помощю уравпешя траектория, мы опредфлимъ ф кань фупкщю 
разстоящя т матеральной точви отъ центра. Въ ифкоторыхь слу- 
чаяхъ дия опредфлешя ф удобнфе употреблять уравнеше (19), вычя- 
сляя первую его засть помощио даннаго уравыешя траевтори, а ло- 
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том уже дифференцировать об части уравиешш. Уравиеше (20) из- 
вфетно подъ нменемъ уравнешя Бине (Вгое!). 

$5. Вь предъидущихь уразненяхь за главныя перемфиныя ве- 
лизины, опредфляющя положене матермальной точки, принимались 
нолярныя коордипалы ги; по вЪ нёвоторыхь частныхь случаяхь 
удобифе дли вызнеленя замфнять @ другамг перемфннымь. Опустимъ 
перисндикудярь ОР (сы. таб. 3, черт. 25) изъ полюса на касательную 
въ траевтори въ точкф М, опредёляющей положене матеральной 
тачки на траекторм въ коннф времени (, и означимь его чрезъ р. 
Этоть перпендикулярь примемь за новое перемфиное выфсто 6. Со- 
храния для « прежнее значеше угла, составлениего васательною къ 
траекгори въ точёВ М съ соотвфтетвующимь радуусомт-векторомъ, 
изъ треугольника ОРМ получаемь: 


ОР ОНзва или р==тзта, 


а по ураввению (17) находим: 


"=> (21) 
Это уравиеше новазываеть, что при дБйстьи центральной сизы ско- 
ресть матеральной точки будетъь обратно пропоршональна пернендя- 
кулару, опущениому из центра ва соотвфтствующую васательную идя, 
что ве равно, на напратлене скорости. Ветаваяя найлениую вели- 
зину 2 въ уравпене (16), паходиму 


#2 
#=- 2 [м 9-й. 
Отсюда помощню дифференцировая по г, находамы 
@ ф 
==... 22 
ти (22) 


Эта фориула для выражена дентральной силы сообщена была въ 
1705 г. Мозвромъь Изану Берпулли, который нскорБ потомъ присявль 
Мозиру ея доказалельство. 

$6. Приложимьъ вайденныя пами формулы (19) в (20) въ част- 
вым:. слузанмь дфйства центральныхь силъ. Положимъ, что централь- 
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ная сила, дЬйствующая на материальную точеу, пропорцюнальна раз- 
стоянйо сей послВдней отъ центра силы, прииятаго за полюсъ, тавъ 
то 

$ = #!, 


тд8 д, выражая по числовой своей величинф напряжея1е силы на 
единиц разотояня, будеть положительнымъ въ случав вилы пратя- 
тивающей и отрацательнымь въ сзуза$ силы отталвивающей. Вставляя 
вифсто ф его велячину по г въ уравнене (19), находимъ уравнене 
траевторш, описываемой матеральною точкою; 


1 з 
8 ой т 
49 там’ 


Положимъ, что 


1 


з 
(-.) = в сафдовательно @ (>) = 
`Р Ы 


7.4 
5 
Замфнивь въ уравнеши траекторв керемфнвое г новымъ иеремвн- 
нымз 2, имфемъ: 
42\? 
— =4 
() 


Отеюда : 


Интогрируя это выражен, находимъ: 


= 26—61) == ато в08 
6) (м } ? 

дя а, 

гдЪ 0, есть произвольная постоланая величина, введенная интегра- 

мою. Предъидущее уравнене можно написать подъ видомъ: 
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ов 4 90-9, 
в 22 ° 


Занфчая, что 
008 2(6—6,} == 09 (6— 61) — #1" (0—6,), 


изъ предъидущаго уравнешя получаем: 


ра = [8-е со (0—6. = [Веди 6). 


Пранявъ центр» свли за ивчало поординать, проведем въ плоевости 
движеня премоугольныя осн координать 2 и у тавъ, чтобы ось воор- 
дннатъ д составила уголь 6, съ тою лишею, оть которой считаетея 


уголь 6. Пусть 2 и у сузь координаты дввжущейся матеральной 
точки, такъ что 


#==1003 (0-0,), у=га (0—6). 


Замфняя въ предъидущень уравнени траектори матеральной точки 
перемфиныя ги 0 координатами хи у, получаемъ уравнене траея- 
тор относительно прямоугольныхь осей координать: 


(реа + В еду 0. (28) 


Если будеть дЬйствовать сила притягявающая, тогда дё будеть вели- 
чиною положительною и коеффищевты при 4? и у? будуть оба позо- 
жительными; траекторя , описываемая матеральною точкою будетъ 
элипсиег, котораго центрь совпадаеть съ центромъ ситы. Бели же 
будеть Афйствовать сила оттазкивающая, тогда ё будеть отряцатель- 
нымъ и кооффищезты ври 2? и у’ будуть нмфть разные звави; траеб- 
торйя, опясываемая матеральною точкою будеть одна изъ эътвей ги- 
перболы, которой центрь созпадаеть съ центромъ силы. 

Чтобы при ё положительномь уравнете (23) превратилось въ 
уравневе круга, надобно, чтобы 


№ — 4 =0. 


Такъ какь уголь о, составляемый! касательною въ траектори съ ра- 
дусомъ-вевторомъ, будеть постолнно ипрямымъ въ разсматриваеномь 
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случав, то по уравненно (17’) постоянное ве =”, , и предъидущее 
услое принимаеть видь; 


#2 — 4иг и? = 0, (24) 


Тавь вакь № при ф==и’, по уравнепно (16), будеть опредбляться 
уравнешемь : 


==? . 
Верь м, 


то вставивши эту величину # въ уравнеше (24), находим»: 


Еслв это услоше въ начал движеня будеть удовлетворено, то 
траевтор онисываемая матеральною тачкою будеть кругъ, в рамуст 
векторь ” будеть воличипою мостоянною; а при постоянном» г бу- 
деть постоянною и скорость © движени материальной точки, вавь ио- 
казываеть уравнеше (17), 


Если въ начал движетя уголь о, == 0 пли а, == 180%, 10 #=0 
и уравнен!е (23) принимаеть видъ 


96 


т. е. что траектафею матеральной точки будеть прямая линйя, приня- 
Тая за ось координать 2. 

Разобранвый случай центральной силы, пропориовальной раз- 
стояню хввтущейся матеральной точки оть центра, можеть быть 


воеьма удобно рЬшень прямо изъ уравиешй (11), отнесекиыхь къ 
прямоугольпым: осямь координатт. ФВетавляя въ эти уравпеня вм$- 


сто ф его величину м”, видимъ, что въ получаемых уравнешяхь дви- 
вешя матеральной точки : 


92 4 
и=-иь дев, (25) 


газвныя перемфнныя г и у раздвлены такъ, 910 въ первое уравнене 
ВХОДИТЬ ТОЛЬБО 2, а ВО второе только у, а потому камдое изъ урав- 
венй (25) будеть интегрироваться отдфльто отьъ другаго. Съ уравне- 
я1вми, цю виду подобными (25), мы ветрёчались уже въ главф 4-й. 
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Еслн спа будеть притягизающею и ри сяЯдеватольно будеть положи- 
телень, то уравнешя (25) будуть пы№ть видъ уравненя (16) главы 4-й, 
и ихь онтегралы соотефтетвенно будуть: 


д == Аз (ам) - В сз (и) , в) 


У=А, ми (м1) -1- В воз (и) 


гв А, В, А, В, суть произвольныя постоянныя величипы. Произ- 
вольныя постояппыя опредфляются по изчальнымь роличинамъ коорди- 
налъ # и уи скоростей г Е] Ч - по паправленю осей коорданать. 
Проводя ось коердинать 2 по направлению начальнаго положешя ра- 
дуса-вектора, легко опредФлить лроизвольныя постояивыя по тфиъ же 
даввымь величинах, 10 воторымъ мы опредфлили произвольныя по- 
стоянныя въ ураввешахь, отнесенаыхь къ полярнымъ координатамъ, 
вменно— по начальному раллусу-вевтору г,, по начальной скорости 2, 
и по углу ©,, составляемому иаправлешемъ начальой скорости съ 
разлусомъ - вевторомт, ирозеденныму отъ начальной точев движеня 
къ центру силы. Тогда вачальвыя величины будуть; 


422” [и 
= ,, %=0, т) = —% 6034, “) =ита, (27) 
` о 4 ® 
Диффреренцируя уравненя (26) по времени { и полагая потомь какъ 


въ полученныхь таввиъ образомь уравнешяхт, такъ и въ уравне- 
мяхь (26) тремя { = 0, находимти: 


9 1, 
А, 2—0, в, =0, 

м 
Уравнешя (26) принимають видъ: 
9, 608 @, 

2=- — вам (им) + т, сов (и!) 

рт 
9 = ви (211). 
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Эти выраженя показывають, ч70 2 и у изыфнаются перюдическа я 
. 2 

что время перюда есть т Исключивь время { изъ предъидущихь 

уравненй, опредфляющихь 2 и у, получаемъ уравяен!е траевтор, 


описываемой натеральною точвою: 


{2 па, + усова, * + Зо, , 


уравнене элипеиса, отнесенное въ центру силы. 


Если въ уравненяхь (25) будеть и отрацательнымь, что будеть 
въ случаф дёйстья силы оттальивающей, то позоживь —‹! — #?, уви- 
димъ, что уравненя (25) принимаютъ видъ, сходный съ уравнешемь (23) 
тлавы 4-й, и интегралами ихь будуть 


м —м 
==4е -+ Ве ов 
м — |* (28) 
У==Ае + Ве 


Дефференцируя эти уравненя по временя { и полагая / =0 каЕъ въ 
полученныхь ткимь образомъ уравяещяхь, такъ и въ уравненяхъ (28); 
полагая притомъ, что начельныя везичины координать 2, у и еворо- 


стей - , Я опредфляются уравневями (27), находимъ : 
5 С0$ а, 
Ай -т, АВ + ©. 


9. ЗП @ 


# 


А, +8, =0, 4, — 


Опредёляя отсюда А, В, А,, В, и вставляя ихъ величины въ урав- 
неная (28), получаемъ накодець: 


1 1 608 @\ М 1 9 603 %\ — 
т ре + + в 


Эти уравяеня показывають, что воординаты 2 и у съ увеличен емъ вре- 
мени { могуть возрастать неопрелёяеняо, до безконечности. Искдю- 
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чивъ изъ предъидущихь уравненй время {, получимъ уравнеше ги- 
перболы. . 

$ 7. Будемь рышаль теперь обратный вопросъ. Пуеть матераль- 
нан точка, описывая плоскую траекторно, движется тавъ, что ея ра- 
усы - векторы описываютз около иавюстной точки, принятой за 
полюса, площади пропорийональныя времени; изъ этого заключаенъ, 
какь показано во 2-Й глаз, зто нтравлене силы постоянно прохо- 
дить чрезь упомянутую точку, воторал и будеть центром» силы. 

Если памъ извфетно уравнеше траекторш, описываемой матерталь- 
пою точкою, то, опредфляя изъ него радгусъ - вевторь въ отношения 
центра силы, принитаго за полюсъ, по уравнению (19) или по урав- 

° ненио (20} опредфлимъ самую силу. 

Раплимъ зопросъ обь опредфлен силы для т®хь слузаевъ, когда 
траекторею матерйальной точки будеть кривая втораго порядка, имбю- 
щая центръ, и когда центрь силы совпадаеть съ центромъ вривой. 

Положимь , что на материальную точку дёйствуеть сила, которой 
центрь ваходитея въ центрВ окружности, описываемой матерльною 
точкою. Уравнен!е круга въ отнотеши центра силы, причатаго за 
полюсь, будетъ 


=", 


гдВ г, есть начальное разстояще матеуйальвной точки отъ центра силы; 
въ слЪдетые этого, уравнене (20) даеть 


Такъ какъ движене происходить по кругу и елёдовательно уголь & 
будеть посхоянно прямынъ, то по уравяению (17') имфемъ: 


=. 


Вставляя эту величину с въ выражене для ф, находимъ: 


Отсюда заключаемь, что сила должна быть притлмеающею (ибо ф 
опредфлилось положательнымь), что направлеше начальной скорости 
28 
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должно быть перпендявулярно къ назальному нзиразлемю ралуса- 
вектора и что наконець начальныя величины скорости и радруса - век- 


а 
Е > 
хора должны быть тановы, чтобы равнялось ускорительной сил 
о 


притяжения на разстоянш т. Еели эти усломя будуть соблюдены, то 
хакова-бы ни была зависимость ф отъ 7, движете матеральной точки 
будеть происходить по кругу. Такъ какъ при движенм по кругу 
уголь « остается постоянно прямымъ, то 


6 = 79 п а —= 


о? 


а это показывает», что въ разематриваемомъ случа® скорость мате- 
Иальной точки будетъ оставатьея постоянною. 


Положимъ, что на матеральную точку дёйствуегь сила, которой 
центрь находится въ центр элиясиса, описываемого матеральною 
точкою, в требуется опредфлить закопъ дАйстия силы. Принимая та- 
виит образомъ центръ вилы за начало прямоугольныхь осей коорди- 
нать м, у в предполагая, что ваправлеве осей совпадаетт съ глаз- 
ными осями описываемаго матеральною точкою эзиисиеа, имфемъ урав- 
нене траекторйи: 


ТАБ а и В суть полуоси элииеиса; пусть а есть большая полуось. Пря- 
нимая центрь силы, совпадающи съ центремь элипенса, за полюсъ и 
подразумфвая подъ 0 угояъ, составляемый радгусомъ - векторомъ ги 
осью координать 2, предъидущее уравневе траектории преобразуемь 
по полярнымь координатамъ : 


12 60819 3 5116 
+ 


Отсюда 


(29) 
в слБдовательно: 


— 


7 ай 0 вов д. 
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Исключивь изъ второй части сего уравнешя @ помощю уравне- 
ил (29), ваходимы: 


а 
г Ш 
49 а 


а . и 
Ветавляя пайдениую величину производной оть | 5) по 6 въ уравне 
г 


ые (19), находимъ: 
ы 
— о [р = я (& -й— =). 


Дифференцируя 06% части этого ураввешя по г, получаемь наконець 


центральную силу 
__ 
7 —ай` 


Отсюда видимь, что сила должна быть прияливающею и пропорио- 
нальною разстоянио матертальной точки отз центра притяжееня. 

Пусть Г есть время полваго движевя излеральной точки по 
элипейсу; такъ вавъ с есть удвоенная площадь сектора, описываемаго 
радтусомъ - вектороиъ въ одиницу времени около центра притяженя, 
то Те есть удвоенная величина площади, описанной радусомъ - векто- 
ромь при полиомъ обращени матеральной точки по элипеису или, 
что все равно, двойная площадь элиисиса. Площадь элипоиса равняется 
лаф, а потому Те == 2лаф. Исключая помощно этого уравнени с изъ 
найденнаго выражещшя для ф , получаемь : 


„4 1 


Ускорптельная сила притяжеши па единияу разотолюця будеть 


4? 
Ир. 
Тавъ вакк въ это уравиеше ие входать величины, опреджляющия раз- 
мБры описываемаго элипенса, то заключаемъ, что вреил поднаго 0бо- 
рота матерфальной точки но эзиисису не зависить оть его размёровъ, 
а завиеить только оть папряженя силы пратяжешя. 
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Положимъ, данная траектотя матешальной точки есть вютвь 
зииерболы, которой центуз совпадаета сз центром: силы, и требустея 
опредфлить завонъ дзйстыя силы. Принимал, вакь и въ предъидущемъ 
слузаВ, центрь сиды, совпадающИй ©ъ цеятромъ гиперболы, за вачазо 
воординать и предполагая, что направлеше осей координать хиу 
совпадаеть съ главными осями описываемой матертальною точкою тв- 
перболы, имфемъ уравневе гиперболы, расположенной по оеи воорди- 
вать 4: 


Какъ и въ предъидущенъ случа преобразуемъ это уравнене по по- 
лярнымь координатамъ, принявь центрь силы, совпадаюний съ цен- 
тромь гиперболы, за полюсъ; изь преобразованнаго такимъ образомъ 
уравненя траектор получавмы 


= = Ме 2) (2, $). 


Ветавляя эту величину въ уравнеше (19), находим: 


—2 |. ак ь. 


Яя 
Дафференцируя это уравнене по х, находамъ: 


6% 


Такь вакъ ф опредфлилось отрицательным, то заключаемь, что сила, 
бъйствуя пропорцвонально разстояню матергальной точки отё цен- 
тра, должна быть отталкивающею. 


$ 8. Перейдемь теперь къ случаю, когда на матеральную точку 
ХЬЙствуеть центральная притмивающая сила, обратно пропориго- 
мальная квадрату разстоявя матеральной точки отз центра силы, 
тавъ что принимая центрь салы за `полюсь, имфемъ 
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гдё м озпалаеть величину силы на единиц разетоян!я. Вставивь ве- 
личину ф вЪ уравнеше (19), получаемъ уравнене траектор!и: 


1 2 
23| — — == +. 
бя в х 
Произвольное постолнное #, согласно уравнению {16), будетъ: 
Ба 29. 


1 . : 
Полагая т-=^ язь предьидущаго уразнешя траевторш находииы: 


- 


дай (- =) (80) 


Отсюда: 
я 
Ё (4-8 [9 


Передъ второю частью этого уравнешя стоять два знака ==; при- 
нимал 46 постоянно иоложительнымь, надобно избирать знавъ =, вогда 


1 
4 положительно, и зпакь —, вогда 42 отрицательно; тавъ каЕЪ =>, 


то 43 будеть отрицательнымь, когда г будетъ возрастать, и положитель- 
ным, когда » будеть уменьшаться. Перемфниое 2 получаеть нанболь- 


. 43 
шую и паяменьышую величины при усломи ав= & потому прирав- 


ниван вторую часть уравнешя (30) нулю, получаемь уравнеше для 


опродвленя наибольшей и наименьшей величины 4; изъ этого уравяе- 
ША для 2 получаемь дв величины: 


изъ коихъ одна будеть наибольнею, & другая наяменьтею. Предполо- 
жимъ, 910 оть начала дважешая ражусъ увеличивается, слфдовательно 
5 переходить оть наиболыней его зелизивы къ навмевьшей и 42 по- 
лузаеть отрицалельныя величины; тогда въ уравнеши (31) надобно при- 
нать знавъ — ‚ и интеграль этого уравнения будеть: 


6—6. = 2% 095 
(32) 


гдё 8, есть произвольпая востояниая величина, которая легко онредф- 
лится 00 данной начальной величивв радгуеа-вектора и соотв тетвую- 
щей величин полярнаго угла 4. Такъ вакъ при пазменьиемь радлусф- 
вектор < будеть имфть наябольшую величину: 
де, 
РВ” 
то изъ уравнени (39) видимъ, что наименьщему радусу-вектору бу- 
деть соотвётетовать полярный уголь у == 6, и слфдоватольно уголь 6, 
есть полярный уголь, соотвфаствуюний наименьшему радгусу-вектору, 
20— 0, есть уголь, составаяемый радусомъ-векторомъ г траектории, 
соотвфхствующимь поларному углу 6, ©5 наименьшимь ея радусом»- 
вокторомъ. Когда д уменьшаясь хостигнсть своей паимснышей величины: 


то ира дальгВшемт увеличешия угла 0 зпакъ прирмценя з измБнится, 
43 станеть положительнымь и въ уравнеши (31) слфдовательно должно 
принять знакъ +; при вапменьшей величин д, вакъ показывасть 
уравнение (32), уголь 6 — @, становится равнымъ ли при дальгйщемь 
слёдовательно изнфневи < уголь / —0, становится большимь п; но 
тавъ кавъ для угла, сдфлавшагося болышимъ л, положительному при- 
рашеню угла соотетствуеть положительное прирацене косинуса, то 
ивтеграль (32) будегь соотвётетвоваль дифференщальному выражевю 
{31) и при переход® = отъ наименьшей хъ панбольнсй его величий». 
Уравнение (32) можеть быть предетавяено подъ видомъ: 


или 


(33) 
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Полярвыя урапиеня крапыхъ 2-го порядка, осли фокуст кривой при- 
нятъ за полюс, приводится къ виду: 


р 


7 Грене, (84) 


тд р ость параметрь (ордипата, спотвЫтетвующая фокусу, при пря- 
моугольнихт осях коордипатъ, совпадающих еъ главными осями), е — 
энсцентрицитеть, а  — уголь, составляемый рад!усом - вевторомт съ 
иаименыпимь раяГусомъ - векторомъ кривой, т. ©. съ тёмъ ражусомъ 
вектороыт, который проведепу въ точку врирой, ближайшую въ фовусу, 
припятому за полюсъ. Для элипонса е < Т ир-=а (1 — #4), тд а 
есть большал полуось; для параболы е = 1; для гапорболы е>1 в 
р==0(@ — 1), гдБ а есть полуось, по которой расположена гипербола. 


Сравнивая уравнеше (33) съ уравнешемъ (34), видимъ, что по- 
лученвое уравнене траекторш сеть полярное уравневе кривой 2-го 
порядка, лоторой фокусъ прянять за полюсъ координать: а такъ какъ 
за полюсъ быль принять центрь пратяженя силы, то заключаемъ: ма- 
теральная точка, при дёйстви центральной тритягивающей силы, об- 
ратно пропорщюнальной квадрату разстояня матеральной точви отъ 
цептра силы, описываеть кривую 2-го порядка, для которой фокусом 
будеть центрь притяжена. 

Какая изъ вривыхь 2-го порядка будеть траектомею матеральной 
точки зависить отъ того, будеть-ли въ уравнении (33) выражен, пред- 
ставляющее собою величину эксцентридитета, 


или, что все равно, будеть-ли # отрицательнымь, равнымъ нулю или 
положительнымь. Если й будеть отрицательнымь, то экцентрицитеть 
будетъ меньше единицы и траектория будеть элиийсисв; если № бухеть 
равенъ нулю, то эксцентрицитеть будеть равенъ единицё и траектория 
будеть порабола; если накоцець й будегь положительная величина, то 
экспентрицитеть будеть боле единицы и граекторя будеть емперболи. 

Величина #, какъ мы видфли уже, завюсить оть начальных ве- 
личинъ радгуса-вектора г и скорости у, но не зависить отъ начальной 
величины угла а, составляемаго направлешень скорости съ рад1усомъ- 
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зокторомъ, & потому отъ начальной величины угла « не зависить— 
какую изъ кривыхь 2-го порядка будеть описывать матер!альная точка 
при дёйстви притягивающей силы, обратно-пропорцюпальной квадрату 
разстоящя. 

Данная величина и силы ка единида разстоящя и произвольныя 
постоянныя`, введенныя интегращею , опредфляютъ вполнё разыфры 
траектории ея положеше въ плоскости движеня. Мы уже вид®ли, 
что 6; опредфаляеть положеше изименьшаго радтуса-вектора траевто- 
ии, а слЁдовательно положене той главной оси траектор! ми, котора 
проходить трезъ центръ (фокусъ) притяжешя силы; т. е. угол. 0, опре- 
дфляеть положеще трасктори въ илоскости движеня. Сравнивая урав- 
ченля. (33) и (34), находимт- уравнения: 


Вет 
(1 = тя) Р 


опредфлнюнИя эксцентрицитеть и параметрь траектори. Замфная во 
второмь изь предъидущихт, уравнен!й р для эллиптической траектори 
чрезь а(1 —@) и для гинерболической траектори чрезъ в(е? — 1), 
получинъ уравнеше, изъ котораго легко опредфлимь величину а той 
полуоси траектор!и, которая проходить чрезь цевтрь притаженя, со- 
владающй съ фокусомъ траекторйи. 

Обратный вопроеъ рёшается также весьма легко. Положимъ, что 
матеральная точка описываеть кривую 2-го порядка пра дВйствьи 
силы, цевтрь которой находинея въ фовусв кривой, и требуется опре- 
Яфлить законъ дёйстыя силы. Принимая центръ силм, совпадающ съ 
фокусомь кривой 2-го порядка, за полюсъ, предетавимь уравнене 
траектори подъ видомъ уравнен!я (34); изъ сего уравненя имфенъ: 


1—1 +2608 & 


ы р 
1 
Всетаваяя эту величину = в уравнен!и (20), находимъ: 


Ще 1 
рт (85) 
Это уразнене похазываеть, что усворительвая сила будеть притя- 
зивающею` и обратно-пропоршональною` квадратиу разетояшя мате- 
Иальной точки отз центув притяженя. 
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Отноеительно полученваго выражейя для ф въ томъ, случай, котда 
траектор!я есть замкнутая кривая лини 2-го порядка, влипсись, должно 
сдфиать замфчане, которое будотт имфть весьма важное зпачете впо- 
слфастиа. Положимь, Т четь время, в» которое матеральная точка 
онисываетт, цлую орбиту; такъ какъ с веть удвоенная плотал». еекто- 
ра. описываемего въ единицу премепи радусомь-векторомъ около центра 
силы, го Те равняется удвоенной величин% лзощади, олусываеной радёу- 
сохъ-вевторомь при позномь движеши матервльной точки по элитсису, 
т.е, удвоснной плошади элипенса; площадь элинсиса, если а ость бол 
озуося и е экоцентрицитеть, кавь взвфстно, равняется ла?’ 1—@ 
тому 


шал 


но 


= з —& 
Те а-дл М ИТ — @, а ВА. == Зла ый 


Выму съ тВмь дал олименеа р = (1 — 2), Вставаяя эти величивы 
для Гир въ выражеше (35) дзя ф, находимъ: 
478 1 
топ 
Величиив ускорителеной силы на едипацв ралстомия оте центра сл%- 
довательто будеть 


дл 


и == 


либя мы имфля другую матервльную точку, описывающую оволо 
центра притажея олинеиек, котораго большая полуось была-бы а, и 
премя полваго обращеня Т,, то величина ускорительной силы, въ 
слвастые дуйстын которой описывался-бы этоть элипоноъ, ва едилиць 
разетояня была-бы 

4 пи? 


з 
1 


в, — 


Юслибы при движет обвихь матемальныхь точекъ удовлетворяоеь 
слове, что 


а В 
=: ий @: а? == 72: 7,1, 


е. еелабы при движени по элапеневиъ двухт, 
24 


то м равнязос-бы д 
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или ифсколькихь матеральныхъ точект, кубы от\ соответствующих 
болынихт позуосей очносялись-бы какъ квадраты временф полных 
обрацевй матеральныхь точекъ но этимъ элнисисаму, то дфйетвую- 
ни на матеральныя точки изъ центра притяжешя ускоритольныя 
свлы, взятыя яа единицв разстояня, слёховательно вообще на рав- 
ныхь разстояняхь, была-бы равям между собою. Обратно, если уско- 
рительвыя силы, дёйствующия ва матеральныя точка, ва единиц раз- 
стояня были-бы равни между собою, то кубы оть большихь цолу- 
осей описанныхь матеральными точками элипенсовь относились-бы 
между собою какъ квадраты вуемень полных» обращений по соотв т- 


ствующимъ траевторямъ. 

$ 9. Нфвоторый интересь вь геомегрическомь отношени пред- 
ставляеть случай, когда центральная сила дЪйствуеть обратно-пропер- 
щонально кубамь разстояня: 


(36) 


ТАЪ с сотласно уравнению (17’) равллется г, эта, Уравнеше (36) 
очевидно представляеть три случая, смотря по тому, будеть-ии 


и его ивтеграль будегя: 
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т == А 3 (#0) + [1 соя (#6), {37) 


т$ Ан В суть произзольныя поетоянныя величины. Опредфлимъ ихъ 
но начальнымъ величинамъ радуса-- вектора т, полярнаго угла би 
угла и, положивъ, что при (=0 полярпый уголь 9—0, о 


Относя уравнене (37) къ началу движешя, ко зремени /—0, находимъ: 


‚ бе. 


В=—. 
“ 


Дифференцируя уравнеше (37) и относя епова производпое уравнене 
къ началу движеня, находимъ: 


Изь треугольника ММ’ (см. черт. 25, таб, 3}. котораго построеше 
объяснено въ нараграфВ 4-мъ этой главы, неходимь: 


ММ! — ММ. ш (ММИ) 


или: 4" = — г. 46, ща. 


ола: 11) 
Отеюда: “ ) Ба. (89) 


Опредфливь такимь образомъ произвольных постоллныл А и В, нием 
ио уравнению (37): 


к =. за (46 + воз (#6). 


е: 
Положимъ ера 


тогда из предъилущахго уравнешя находим: 
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25 — 98 @@ + =) 

г те 

Наименыйая величина для г опредлится условемъ: 
зи (Аб -= &) = 1, 

4то даеть 


: п 
ва и = ба, 


если чрез» ”, означимъ наименьший радусь-векторь, а зрезъ 6, свот- 
вфтетвующй ему полярный уголь. Чолагая 6 — 6, = ®, гдЪ @ сл 
довалельно будеть означаль полярный уголъ, отечитываемый оть нёи- 
меньшаго радгуса- вектора, уравнеше траекторт, онысываемой мате- 
рИальною точкою, представииь цодъ видомъ: 


' 7, 608 (#щ) 
т эта 


Тавь вакъ 0$ (йш)} будеть получать одинаковыя величины при веля- 
чинахъ «, равныхь между собою численно, но разныхъ по знаку, то 
предъидущее уравневе  представляеть собою спираль, имфющую 
дз  вВтви, симметрично расположенных относительно наямень- 
маго радуса - вектора, и притомъ такимт образомь, что въ точвВ 
траекторн, соотвётетвуощей наименыиему радёусу, касательная яи- 
я перпендикулярна въ радусу, ибо изъ уравнешя траектория 


нывемь: 
1 1 
ы (;-) 4 7. _А 8т (Ав) 


Е" та 
что пря ш == 0 даеть 


а 
р 
в = °, 
а слбдовательно по урапневио (39) уголь а =5 Изь уравиейя 
траектори также видимъ, что при 
® = д и — д 
Пр ик 


`радтусъ-векторь становится равнымъ безконечности. 
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Нерейдеиь къ другому случаю и положимъ, что въ уразне- 
ни (36) 


тогда 


а интеграль этого уравнешя, выражаюн И траекторию, будетгь 
1 
== Ав-- В, 


тд А и 1 суть произвольных постоянныя величины. Относя это 
уравлене кт начальному положешю матерфальной точки, когда 6—0, 
вмфемь 


1 
8 = —. 
75 
Дифференцируя прельадущее уразненЮ траекторм, находияъ 


ы (;-) и: 


49 г 


и софдовательно 
ва, 


70 


А—= 


Ветавляя лайденныя величины А п В въ уравнее траектори, нахо- 
дамъ : 


Ы 


Ё—=——. 
1- без 


Это ееть уравнеше такъ- пазываемой зиперболической сицрали. Если 
уголь п, острый, то "№ а, есть величина положительная, и ст увели- 
ченемь угла 5 матеральтая точка, двигаясь по спирали, будеть при-› 
ближаться къ центру силы. Вели уголь о, тупой, то < а, есть вели- 
чина отрицательная, и уалезйальная точка, описывая спвраль, будеть 
улалятьел отк цептра сель; при 6 == — Шо, радуст-векторъ ставеть 
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й : 
безконечно великимь. Если ®,—-5-› то траекторя становитя окруж- 
воет. 
Позожимъ наконець, 170 въ уравнения (36) 


и __ 2 

& = . 
1 

“(т ра, 


тд #? представляеть собою пололительную величину. Интеграль предъ- 
идущаго уравнсйя будеть: 
1 — 
4+ Ве ый 
уравнее траептори. Чтобы опредфлить произвольныя постоянныя 
Аи В, пыфемь уравяевдя: 


1 
А48=,., А—В=-т| 8 


которыя молучатея, если положимь д ==0 какь въ уравневи траекто- 

рая; тавх и въ ироизводномь оть него уравнени. По волаве$ въ урав- 
к 

нене траектори величинъ А и 8, оно иринимаеть видь: 


= (1+ св 9. + (1 —_ <=). 8. (40) 


Когда и, = . и слбдовательно св а, == 0, то уравнеше траектории (40) 


получаеть видъ: 


Это есть Уравнеше ‘спирали, пмфющей двф вфтви симметрично раело- 
моженныя отпосительно начальнато радлуса-вектора. Съ увеличенемь д 
радусь - векторь уменынастся, приближалеь къ нулю, кавъ предфлу. 
Вставивъ величину радруса- вектора въ уравнен!е площадей (15), на- 
ХОодДИМЬ : 


Ивтеграруя это уравнене въ предцоложены, что #0 пра {(=0, 
получаемь : . 


РЕ 
Е 
нонечнымь , а елфдивательно г=0. При этомъ ‹находныь также, что 


Отеюда видит, что при { == полярный уголь @ становится без- 


т. е. что съ увеличешемь 6 уголь « стрематея въ предфльному углу, 
котораго котангенсъ равняется в. 

Если смо, = = А, то въ уравнеши траектории (40) одиаъ изъ 
зленовь, стоящихъ во второй части уравнемя, становится равнымъ 
вузю и уравнев!е траекторши пранимаеть вВидЪ: 


Это есть уравнеше логариемической спирали. Уголь © при этомъ 
остается постояннымь, такБ 970 сваз=-й, 


$ 10. Перейдемъ теперь къ рёшен1ю вопроса, о движеви матераль- 
ной чозки, притягиваемой въ двумъ неподвижнымь центрамъ силами, 
которыя суть фуякщи разстолй—въ частности, воторыя обратао про- 
порщональны квадратамь разетолый движущейся матеральной точки отъ 
соотвфтетвующихъ центровъ нритяженя. Этотъ вопросъ, хотя не имфетъ 
прямого прамфнев!я, напр, къ системф м!ра, гдф всф центры притя- 


жешя находятся въ дважеши, тВыъ не менфе быль предмегомь заыф- 
чательныхь работь многихь геометровъ: Ейлера, Лагранжа, Якоби, 
Лувиля, Серре. 

Мы уже видфли въ 8$ 14 первой главы, какь можно воепользо- 
затьси уравнентемъ (24} этой главы, представляющимъ движене мате- 
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альной точвй по перем щающейся лиш проложены, для составлен 
урлененй движейя матеральной точки вт, илоскости по полярнымь 
координатамь. Прежде нежели ориступимь къ р№невйо предложениаго 
вопроса иредставимь уравневл движешя матеральной точки вообще 
въ прострацствф въ поларныхь коордипатахь и дая сего восполье уемеи 
упомянутою формулою (24) первой главы: 


4 (5. 205) 


— 
я Пн Ут, (41) 


Р воз (ЕЁ, =} = 
гАВ Ре, х имфють т же значешя авт в въ первой глаеф, и гАВ 
у иф имфють такое значеше, какое имфли вт первой глаз фнф. 

Привавъ начало прямоугольныхь осей координать 2, у, 2 за но- 
-яюе», мы можемь положеше матеральной точки въ пространств опре- 
дФлить такъ-пазываемыми почярными координатами: радусомъ-векто- 
ромъ, выражающимь разстояые матеральной точки оте полюса, угломт 
р, составляемымь рамусомь-векторомъ съ. проложешемь сего послёл- 
наго на нлоевость воординать Фу, и углом ф, соетавляемимъ про- 
ложешенъ радлуса-вектора съ осью воординать 2. Раземетривая полю 
хаву центрь, вообразимъ себф сферическую поверхвость, котирой радусь 
равняется радусу-вектору движумейся матеральной точки, и будемт, 
пазывать большой кругь, проходящ чрез ось п матеральную точку 
мериданом», а малый кругъ, проходящ чрезь матеральную точку въ 
нлоскостя параллельной плоскости 2, круюмё широты. Пусть А (ем. 
черт. 26, табл. 3} есть положен! матемальной точки въ вонцЪ времени 
{; безвонечно-малое перемфщене ед въ сдфдстые измневя только 
радтуса-вектора пусть будеть 4Ё == 4; перемёщене вь сабдетые изм®- 
вонйя тольво одного угла р, происходящее по меридену, пусть будеть 
АС = т.4у , и наконець перем®щене въ сяфдетве измёненйя тольсо 
одного угла ф происходящее по кругу широты, котораго радгусъ есть 
7? 6083, пусть будегь АЙ —* 00$ у.4ф. Перемфщене матемальлой 
точия въ сафдстве изифневня вофхъ трехь черемённыхь будеть д10- 
гапалью Аб параллелипипеда АВПСЕРСИ построевяаго ва переифщеняхь 
АВ, 4, АВ. разсматриваемыхь кавъ прямыя линш. Озназая перем%- 
щене Аб матеральной точки чрезь 45, ныфемъ: 


Ч = ат? = 22 (4 + со5* у.) | {42} 


Прамемь за лишю призоженй постепенно рад1усъ. векторъ, каса- 


Таблица 2“ 


Черт. 


